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Timo Leuders & Susanne Prediger 
 
“Differenziert Differenzieren“ –  
Mit Heterogenität in verschiedenen Phasen  
des Mathematikunterrichts umgehen 
 
 
1 Vielfalt der Differenzierungsansätze für den Mathematikunterricht 
 
Das Differenzieren in seinen lernpsychologischen, fachdidaktischen und 
unterrichtspraktischen Herausforderungen wird in den letzten Jahren zuneh-
mend als wesentliches Merkmal von Unterrichtsqualität betrachtet (Meyer, 
2004; Helmke, 2010) und durch viele fachübergreifende Publikationen bear-
beitet (wie z.B. viele Beiträge in diesem Band). Insbesondere in schulprakti-
schen Publikationen und in Fortbildungsmaßnahmen gehört das Differenzie-
ren zu den zentralen Themen. 
Obwohl Adaptivität, d.h. die Passung des Unterrichts zu den Lernvorausset-
zungen der Schülerinnen und Schüler, in den letzten Jahren als wichtiges 
fachübergreifendes Qualitätskriterium erkannt wurde (z.B. Helmke, 2010), 
taucht diese in Studien zum Zusammenhang von Unterrichtsqualität und 
Leistungszuwächsen nur indirekt auf, nämlich als Teilaspekt der drei meist 
identifizierten Basisdimensionen „Klassenführung“, „kognitive Aktivierung“ 
und „Schülerunterstützung“ (Klieme, Lipowsky, Rakoczyn & Ratzka, 2006; 
Rakoczy, Klieme, Lipowsky & Drollinger-Vetter, 2010). Dabei wurde Diffe-
renzierung im Fachunterricht bislang vor allem bezüglich der Wirkungen auf 
Leistungsausgleich untersucht (vgl. zusammenfassend Lipowsky, 2009). 
Die fachübergreifenden Ansätze und Befunde sind wichtig, doch müssen sie 
fachspezifisch ergänzt werden, denn sowohl in der Unterrichtsforschung als 
auch in der Lehrerbildungsforschung wird betont, dass die Qualität der Lern-
prozesse und Lernergebnisse auch wesentlich von fachspezifischen Merkma-
len des Unterrichts (Seidel & Shavelson, 2007; Lipowsky, 1999, 2009; 
Meyer, 2004) und fachspezifischen Kompetenzen der Lehrpersonen (Ma, 
1999) bestimmt werden. Daher bearbeitet dieser Beitrag die Frage, inwiefern 
es auch aus fachspezifischer Perspektive bedeutsame Hinweise für eine ge-
eignete Gestaltung differenzierenden Mathematikunterrichts gibt. Angesichts 
dieser Forschungslage sind wir in unserer Frage mehr auf die Analyse von 
Konzepten, Vorschlägen und reflektierten Erprobungen angewiesen, als dass 
wir uns auf systematische empirische Befunde stützen könnten. Von theoreti-
scher und empirischer Relevanz ist dabei, wie sich Ansätze differenzierenden 
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Mathematikunterrichts auf allgemeindidaktische und lernpsychologische 
Befunde stützen können und welchen Mehrwert eine fachdidaktische Akzen-
tuierung für die Entwicklung und Erforschung solcher differenzierender 
Lernumgebungen liefern kann, die die allgemeine Anforderung der Adaptivi-
tät (im Sinne Helmkes, 2010) konkretisieren. 
Dabei wird im Artikel aufgezeigt, dass dies auf die verschiedenen Ebenen der 
Differenzierung in unterschiedlichem Maße zutrifft: Differenzierungsansätze, 
die Unterrichtsstrukturen (z.B. Wochenpläne oder Checklisten, vgl. Bönsch, 
2004) und Unterrichtsmethoden (Barzel, Büchter & Leuders, 2007) betreffen, 
sollten zwar auch fachspezifisch reflektiert sein, beruhen aber wesentlich auf 
allgemeindidaktischen Analysen. Hingegen ist die Differenzierung durch 
Aufgaben eine genuin fachdidaktisch zu bearbeitende Herausforderung, eben-
so wie das je themenspezifisch geeignete Zusammenspiel aller drei Ebenen: 
Strukturen, Methoden, Aufgaben (Hußmann & Prediger, 2007) und der dahin-
ter liegenden grundlegenden Analyse und Aufbereitung mathematischer 
Themenbereiche.  
Als Beispiel für ein aus fachdidaktischer Sicht gestörtes Zusammenspiel 
unterschiedlicher Ebenen sei etwa die von einigen Schulen präferierte einsei-
tige Fokussierung auf strukturell-methodische Differenzierung durch voll-
ständige Individualisierung in Wochenplänen oder Lernbüros genannt. Ref-
lektierte Modellversuche lassen vermuten, dass ein solcher Unterricht durch 
die mit diesen Ansätzen oft verbundene Vernachlässigung sozial-kommuni-
kativer Elemente zentralen Kriterien fachdidaktischer Unterrichtsqualität 
nicht gerecht werden kann. Zugunsten der einfachen Durchführbarkeit wer-
den erhebliche Abstriche beim kognitiven Niveau und dem inhaltlichen Ans-
pruch des Unterrichts gemacht (Nigglie & Kersten, 1999; Prediger, Bialek, 
Fernholz, Heckmann, Kraatz-Röper & Vernay, 2006; Bohl & Kucharz, 
2010). Pointiert ausgedrückt: Unverstandenes Verfahrenspauken lässt sich 
wesentlich einfacher vollkommen individualisieren als eine kognitiv ans-
pruchsvolle und inhaltlich tragfähige Auseinandersetzung mit mathemati-
schen Konzepten (Wittmann, 1996).  
Über reine Individualisierung hinaus gibt es eine Vielzahl unterrichtsprak-
tisch erprobter Vorschläge für unterschiedliche Differenzierungsansätze im 
Mathematikunterricht (z.B. Krippner, 1992; Heymann, 1991; Hengartner, 
Hirt, Wälti & Primarschulteam, 2006; Prediger et al., 2006; Hußmann & 
Prediger, 2007; Krauthausen & Scherer, 2010; Bruder & Reibold, i. d. Bd.), 
die das Lernen im Gleichschritt auflösen zugunsten einer stärkeren Berück-
sichtigung vielfältiger Unterschiede in den Lernvoraussetzungen. Unter-
schieden werden kann insbesondere die Differenzierung nach Lerntempo, 
Zugangsweisen, Anspruchsniveaus sowie Lerninhalten und -zielen (zur Über-
sicht z.B. Hußmann & Prediger, 2007). Vor allem die Aspekte der Zugangs-
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weisen, des Anspruchsniveaus und der Lernziele verweisen auf die Bedeu-
tung fachdidaktischer Analysen und zwar sowohl bildungstheoretischer als 
auch empirischer Art, wenn man substantielle Aussagen zu geeigneten For-
men der Differenzierung treffen will. 
Zudem lassen sich zwei Strategien zur Herstellung von Adaptivität unter-
scheiden (Heymann, 1991): Bei geschlossener Differenzierung übernimmt 
die Lehrkraft die Alleinverantwortung für die Adaptivität des Lernangebots 
und weist den Lernenden ihre individuellen Herausforderungen zu (zum 
Beispiel durch Arbeitsblätter auf drei Niveaus, durch Wochenpläne mit un-
terschiedlichen Aufgaben oder durch Stationenbetrieb mit individuell zuge-
wiesenen Pflichtstationen). Dagegen wird bei Selbstdifferenzierung (auch 
bezeichnet als „offene Differenzierung“ bei Heymann, 1991, oder „natürliche 
Differenzierung“ bei Müller & Wittmann, 2004) diese Verantwortung mit 
den Lernenden geteilt, indem ein gemeinsames Lernangebot für alle so ge-
staltet wird, dass die Lernenden es auf unterschiedlichen Wegen und Niveaus 
bearbeiten können. Da die Strategie der Selbstdifferenzierung spezifisch war 
für in der Mathematikdidaktik entwickelte Differenzierungsansätze („Diffe-
renzierung vom Fach aus“, Wittmann, 1996) und einer fachspezifischen Ana-
lyse der Lerngegenstände und Lernbedingungen bedarf, wird sie im weiteren 
Text besondere Berücksichtigung finden.  
 
2 Differenzierung der Differenzierungsansätze nach Kernprozessen 
 
Schon Klafki (1976) betonte, dass kein einzelner Differenzierungsansatz den 
vielfältigen Lernvoraussetzungen und Anforderungen allein gerecht werden 
kann. Genutzt werden sollten daher unterschiedliche Differenzierungsansätze 
mit wechselnden Schwerpunktsetzungen.   
Aus fachdidaktischer Sicht hat sich die Unterscheidung der Differenzierungs-
ansätze nach der epistemologischen Struktur der Prozesse mathematischen 
Erkenntnisgewinns in den jeweiligen Unterrichtssituationen als besonders 
relevant herausgestellt (Leuders, 2003; Büchter & Leuders, 2005; Hußmann 
& Prediger, 2007): Differenzieren beim Erkunden neuer mathematischer 
Situationen stellt andere Anforderungen an die Unterrichtsgestaltung als das 
in Übephasen oder beim Aktivieren von Vorerfahrungen. So selbstverständ-
lich diese Aussage aus allgemeindidaktischer Sicht erscheint, so folgenreich 
ist sie in ihren fachspezifischen Konsequenzen. Um dies im Detail zu zeigen, 
unterscheiden wir – recht pragmatisch, und sicherlich mit einiger  
Kontingenz – verschiedene ‚Kernprozesse’ (vgl. Barzel, Hußmann, Leuders 
& Prediger, 2011b). Das sind fachspezifisch charakterisierbare Situationen 
mit unterschiedlicher epistemologischer Qualität, wie z.B.  
- der Kernprozess des Anknüpfens an Vorerfahrungen und Interessen,  
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- der Kernprozess des Erkundens neuer Zusammenhänge,  
- der Kernprozess des Austauschens unterschiedlicher Wege,  
- der Kernprozess des Ordnens als Systematisieren und Sichern,  
- der Kernprozess des Vertiefens durch Üben und Wiederholen.  
 
In Anlehnung an klassische Phasenmodelle der allgemeinen Didaktik und der 
Instruktionspsychologie (Roth, 1976; Aebli, 1983; Weinert, 1997), aber auch 
an fachlich-epistemologisch motivierte Phasenmodelle (Leuders, 2003) wer-
den mithilfe der Kernprozesse allgemeine Überlegungen zur Psychologie des 
individuellen Lernens verbunden mit der institutionellen Notwendigkeit, 
schulischen Unterricht als Prozess des gemeinsamen Lernens in einer Klasse 
zu gestalten. Dabei sind diese Kernprozesse fachspezifisch zu konturieren, 
und in ihrer Abfolge flexibler zu verstehen als in klassischen Phasenmodel-
len, daher nutzen wir statt der Bezeichnung ‚Phasen’ hier ‚Kernprozesse’. 
In den folgenden Abschnitten wird herausgearbeitet, welche unterschiedli-
chen Differenzierungsanforderungen und -ansätze für diese Kernprozesse 
von Bedeutung sind, und wie diese konkret umgesetzt werden können. Dabei 
greifen allgemeindidaktische Überlegungen mit fachspezifischen ineinander. 
Die fachspezifischen Aspekte werden im Folgenden möglichst anschaulich 
erläutert am Beispiel eines Unterrichtskonzeptes, das die Autoren zusammen 
mit B. Barzel und S. Hußmann im Rahmen des langfristigen Forschungs- und 
Entwicklungsprojekts KOSIMA für die Jahrgangsstufen 5–10 erarbeiten, mit 
Lehrkräften erproben und in ihren Wirkungen auf die initiierten Lernprozesse 
untersuchen (Barzel, Prediger, Leuders & Hußmann, 2011c; Hußmann, Leu-
ders, Barzel & Prediger, 2011). 
 
2.1 Differenzieren beim Anknüpfen 
Konstruktivistische Lerntheorien betonen, dass Menschen stets auf der Basis 
bisher gesammelter Erfahrungen wahrnehmen und neues Wissen konstruie-
ren, indem sie neue Erfahrungen in existierende kognitive Strukturen integ-
rieren und zu bisherigen Erfahrungen situationsbezogen in Beziehung setzen 
(nach Glasersfeld, 1991; Gerstenmaier & Mandl, 1995). Damit diese Ver-
knüpfungen in fachlich tragfähiger Weise erfolgen und nicht unintendierte 
Zufallsprodukte erzeugen, werden im Unterricht gezielt diejenigen Vorerfah-
rungen aktiviert, an welche sich eine fachlich tragfähige Anknüpfung lohnt 
(Reinmann-Rothmeier & Mandl, 2001). Dies ist die psychologische Begrün-
dung des alten pädagogischen Gebots, die Lernenden „dort abzuholen, wo sie 
stehen“ (Lengnink, Prediger & Weber, 2011, S. 2). Aus motivationaler Sicht 
lohnt zudem der Einbezug subjektiver Interessen (Prenzel, 1988). 
Nach dem mathematikdidaktisch einflussreichen Konzept der ‚realistic ma-
thematics education’ (Freudenthal, 1983; van den Heuvel-Panhuizen, 2001) 
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erfolgt eine solche Aktivierung tragfähiger Vorerfahrungen vorzugsweise in 
lebensweltlichen Kontexten mit beziehungshaltigen Phänomenen. Denn wer-
den mathematische Begriffe verstanden als „Werkzeuge, um die Phänomene 
der natürlichen, sozialen und geistigen Welt zu ordnen“ (Freudenthal, 1983, 
S. IX), dann erfordert der Kernprozess des Anknüpfens eben solche Phäno-
mene, zu denen Lernende ihre lebensweltlichen  Erfahrungen und Vorstel-
lungen aktivieren können (Lengnink et al., 2011).  
Den Prototyp eines in all diesen Punkten scheiternden Unterrichtseinstiegs 
haben Grell & Grell (1994) plastisch beschrieben: Die Lehrperson regt die 
Lernenden durch ein Bild vom Pyramidenbau an, vielfältige Fragen über die 
bautechnischen und menschlichen Fragen der ägyptischen Sklavenarbeit zu 
stellen, um dann schroff auf die Frage einzuengen, „Wie berechnet man das 
Volumen einer Pyramide?“ Der hier gewählte Kontext knüpft weder an die 
Vorerfahrungen der Lernenden an, noch führt er zur mathematischen Kern-
idee (Ausschöpfen von Volumina durch kleine annähernde Teilvolumina). 
Auch Interessen werden nicht adäquat einbezogen, wenn die für die Lernen-
den als relevant erscheinenden Fragen nicht weiter verfolgt werden. Frucht-
barer wäre stattdessen eine frühere Fokussierung auf den Aufwand des Stein-
transports und dafür auf die Zahl der zu stapelnden Steinquader. Die Diskre-
panz zwischen den eckigen Quadern und der Pyramidenform könnte so auf 
die Annäherungsidee führen.  
Zu einem geeigneten Anknüpfungspunkt werden also Phänomene in Kontex-
ten, (1) wenn sie zentrale Fragen aufwerfen, auf welche die zu erarbeitenden 
mathematischen Begriffe eine Antwort liefern. Diese „Kernfragen“ ermögli-
chen die nötige Zielorientierung, wenn sie effektiv auf die zu erarbeitenden 
Kernideen des nachfolgenden Unterrichtes hinführen. Und (2) wenn die Phä-
nomene solche Vorstellungen der Lernenden aktivieren, die für die Weiter-
arbeit aus fachlicher Sicht fruchtbar gemacht werden können. 
Welche Differenzierungsanforderungen ergeben sich nun aus fachspezifi-
scher Perspektive im Rahmen des Kernprozesses „Anknüpfen“?  
- Das differenzierende Anknüpfen muss die unterschiedlichen lebenswelt-

lichen Vorerfahrungen der Lernenden ernst nehmen und dazu die not-
wendige Offenheit bieten. 

- Das Anknüpfen an heterogene Lernvoraussetzungen braucht Gelegenheit 
für den diagnostischen Blick auf Lernausgangslagen. 

- Das Anknüpfen bietet (in begrenztem Maße) Lernenden Gelegenheit, 
Vorerfahrungsdefizite durch unterrichtliche Tätigkeiten auszugleichen. 

Notwendige Voraussetzung für ein differenzierendes Lernangebot ist eine 
hinreichende Kenntnis der heterogenen Lernvoraussetzungen. Hier können 
sich Lehrkräfte nur zum Teil auf fachdidaktische Literatur und eigene Erfah-
rungen stützen, stattdessen wird die Anknüpfungssituation selbst zur diagnos-



42  

tischen Situation, in der die Lernenden ihre heterogenen individuellen Sicht-
weisen und Kenntnisse entfalten. Dazu muss die Lehrkraft genügend Gele-
genheit haben, die Produkte der Lernenden in Ruhe und ohne Entscheidungs-
druck anzusehen, zum Beispiel wenn die Situation in den letzten 20 Minuten-
einer Stunde stattfindet.  
Am Beispiel eines Einstiegs in das Thema Symmetrie soll dargestellt werden, 
wie geeignete Situationen aussehen können, die einen solchen diagnostischen 
Einstieg zu einem differenzierenden Unterricht bilden können. Ausgangs-
punkt und sinnstiftender roter Faden für das Kapitel ist das Prinzip „Das 
Gleiche Woanders“, das in vielen (später symmetrisch genannten) geometri-
schen Situationen eine Rolle spielt (Hußmann & Leuders, 2011).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abb. 1: Beispiele für symmetrische Bilder auf  unterschiedlichem Niveau (aus Hußmann & 
Leuders, 2011) 

Der Kernprozess des Anknüpfens wird durch den Auftrag initiiert, das Glei-
che woanders zu zeichnen, in sogenannten „Zweihändebildern“ (d.h. Bilder 
mit zwei Feldern und einer Symmetrieachse) oder „Vierhändebildern“ (also 
Bilder mit vier Feldern und mehr Symmetrien) (vgl. Abbildung 1 für zwei 
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Arbeitsprodukte von Fünftklässlern). Das Zeichnen der Bildern nach dem 
Prinzip „Das Gleiche Woanders“ holt die Lernenden bei individuellen Sym-
metrieerfahrungen ab und führt auf den Begriff der Spiegelsymmetrie, beim 
Vierhändebild sogar möglicherweise auf die Drehsymmetrie. 
Diese Lernsituation führt zielorientiert auf die Symmetriebegriffe, besitzt 
dabei jedoch eine hinreichende Offenheit, damit die Lernenden im Sinne 
einer Selbstdifferenzierung auf unterschiedlichen Wegen und Kompliziert-
heitsniveaus Bilder erzeugen und damit ihrer Erfahrungen zur Symmetrie 
aktivieren können, dies zeigen die Beispiele in Abbildung 1. Gleichzeitig 
kann ein solcher Einstieg auch kompensatorisch wirken, indem Lernende mit 
limitierten Alltags-Erfahrungen im kontrollierten Zeichnen von Figuren hier 
Erfahrungsdefizite ausgleichen können.  
Parallel beobachtet die Lehrkraft Lernstände bezüglich Fertigkeiten, Vorer-
fahrungen und Verbalisierungsfähigkeiten: Wie gut können Lernende Prinzi-
pien der Symmetrie als Erzeugungstechniken bereits umsetzen? Aktivieren 
sie dabei Dreh- oder Spiegelsymmetrien oder vermischen sie beides? Wie 
exakt zeichnen sie? Welche Sprachmittel nutzen sie zur Beschreibung ihrer 
Bilder?  
Ein solcher offener, kontextbezogener Einstieg erfüllt demnach drei Funktio-
nen: Erstens bildet er einen sinnstiftenden Rahmen für die Aktivierung von 
Vorerfahrungen zu fachlichen Inhalten (durch die Lernenden) und zweitens 
ermöglicht er eine erste Kompensation. Drittens dient er der Diagnose vorun-
terrichtlicher Lernvoraussetzungen (durch die Lehrkraft).  
Darüber hinaus kann ein kontextbezogener Einstieg außerdem an potentielle 
Interessen der Lernenden anknüpfen, indem er relevante Fragen aus der Le-
benswelt der Lernenden aufnimmt. Gleichwohl stößt der Klassenunterricht 
bezüglich einer differenzierenden Interessenorientierung an Grenzen: Eine 
konsequente Ausrichtung an aktualen, subjektiven Interessen, wie etwa in 
radikalen Formen des Projektunterrichts, haben ihre Grenze in der Zielorien-
tierung und der unterrichtspraktischen Möglichkeit der Berücksichtigung von 
Heterogenität, wenn nicht der gemeinsame Unterrichtsgegenstand verloren 
gehen soll. Würde zum Beispiel das Thema „Maßstab“ im Kontext aktueller 
Spielzeugen aufgegriffen, müssten dies für die einen Puppenhäuser, für die 
anderen Flugzeugmodelle oder Dinosaurier sein. Was in Übungsphasen 
durchaus organisierbar ist (durch parallele, interessendifferenzierende Kon-
textbezüge in Wahlaufgaben), muss in der Phase des Anknüpfens und Erkun-
dens zugunsten der Erhaltung gemeinsamer Gesprächsbasen für den darauf 
aufbauenden Kernprozess des Austauschens (siehe unten) zurück gestellt 
werden. Berücksichtigt werden können unterschiedliche (nicht nur gender-
spezifische) Interessenlagen jedoch in der Kombination von Themen über 
mehrere Unterrichtseinheiten hinweg.  
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Gleichwohl kann auch innerhalb eines Kontextes Raum für differenzierende 
Interessenorientierung in Bezug auf den mathematischen Kern gegeben wer-
den, wenn hinreichend offene Einstiegssituationen den Schülerinnen und 
Schülern genügend Raum lassen für eine „individuelle Positionsbestimmung“ 
im Rahmen der vorgegeben Probleme (Gallin & Ruf, 1998).  
 
2.2 Differenzieren beim Erkunden  
Für die Erarbeitung neuen Wissens gibt es verschiedene Instruktionsmodelle, 
die auf unterschiedliche Weise Differenzierung zulassen. Ein auf effektiven 
individuellen Wissenserwerb ausgelegtes Lehrmodell kann im Extremfall 
beispielsweise computergestützt als tutorielles System realisiert werden, die 
Differenzierung findet dann in Form einer computergesteuerten adaptiven 
Individualisierung des Lernverlaufs statt (z.B. Koedinger & Corbett, 2006).  
Auch wenn solche Modelle prinzipiell im schulischen Kontext einsetzbar 
sind, befassen wir uns an dieser Stelle mit einem anderen Modell von schuli-
schem Mathematiklernen, bei dem der Erwerb neuen Wissens eingebettet ist 
in ein Lernen auf unterschiedlichen Zielebenen und der Balance unterschied-
licher Lernprozesse: Schülerinnen und Schüler erarbeiten nicht nur neue 
Inhalte, sie erwerben zugleich übergreifende und gegenstandsbezogene kog-
nitive und metakognitive Strategien und bilden dabei ein angemessenes Ma-
thematikbild aus. In diesem Sinne wird eine substantielle Lernumgebung 
(Wittmann, 1995; Reinmann-Rothmeier & Mandl, 2001) in heutigen Begrif-
fen als kognitiv aktivierend auf verschiedenen Zielebenen zugleich charakte-
risiert (Leuders & Holzäpfel, 2011). Solche Lernumgebungen für das schuli-
sche Mathematiklernen sind zum einen geprägt von einem konstruktivisti-
schen Grundverständnis von Lernen und zum anderen aus fachlicher Sicht 
von einer Balance der komplementären Grunderfahrungen des Faches Ma-
thematik als Strukturwissenschaft, als Anwendungsdisziplin und als Feld 
intellektueller Betätigung (Winter, 1996). Daher werden aus fachlicher Sicht 
problemgenetische Lernwege (Wagenschein, 1968; Freudenthal, 1973) und 
mathematische Kernideen als Bedeutungsträger (Gallin & Ruf, 1998) als 
zentrale Strukturelemente für solche Lernprozesse erachtet (Barzel et al., 
2011b). An dieser Stelle des Beitrags fragen wir also nicht nach optimalen 
Modellen für Wissenserwerb unter Bedingung der Heterogenität im Allge-
meinen, sondern fokussieren auf das hier angedeutete Unterrichtsmodell für 
die erste Phase des Erwerbs neuer mathematischer Konzepte. Im bereits er-
wähnten fachdidaktischen Entwicklungsprojekt KOSIMA (Hußmann, Leu-
ders, Barzel & Prediger, 2011) wird der damit verbundene Kernprozess als 
„Erkunden“ bezeichnet. 
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Welche Differenzierungsansätze und -anforderungen ergeben sich nun für 
den Kernprozess des Erkundens? Bei einigen Themengebieten ist tatsächlich 
ein selbstdifferenzierender, offener Erkundungsauftrag vollkommen ausrei-
chend. Ein Beispiel dafür liefert der offene Erkundungsauftrag „Quader bau-
en“ (Abbildung 2), der durch schlichte Umkehrung der klassischen Frage zur 
Volumenberechnung entsteht. Statt  das Volumen zu vorgegebenen Quadern 
berechnen zu lassen, können sich Kinder das Thema Volumen selbst er-
schließen, wenn sie aufgefordert werden, zu einer vorgegeben Würfelzahl 
(also zu vorgegebenem Volumen) passende Quader zu finden. Sowohl in der 
innermathematischen Aufgabe 1 als auch in der kontexteingebetteten Aufga-
be 2 wird mit der Erkundung die mathematische Grundidee der Volumen-
messung als Legen von Körpern mit Einheitswürfeln, aus der sich dann die 
Beziehung Länge x Breite x Höhe erarbeitet. Die Aufgaben sind insofern 
selbstdifferenzierend, als alle Kinder mindestens einen Quader finden, die 
meisten mehrere. Nach Anspruch gestufte Impulse fordern jedes Kind auf 
seinem Niveau heraus, nicht alle müssen beim letzten ankommen (vgl. Huß-
mann & Prediger, 2007): Stufe 1: Findest du einen? – Stufe 2: Findest du 
viele? – Stufe 3: Findest du alle? – Stufe 4: Wie kannst Du sicher sein, dass 
du alle gefunden hast?  

Abb. 2: Selbstdifferenzierender, materialgestützter Erkundungsauftrag in zwei Varianten  
(aus Prediger, 2009 bzw. Holzäpfel et al., 2012) 
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Abb. 3: Beispiele für vielfältige Bearbeitungswege der Lernenden 

Abbildung 3 gibt einen Einblick in die große Breite der Bearbeitungen, die 
Kinder zweier Klassen 5 in Partnerarbeit dazu erzeugt haben. Um die bereits 
gefundenen Quader festzuhalten, erfinden die Kinder bzw. die Kinderpaare 
ganz unterschiedliche Notationen:  
- verbale Notationen (allgemeinsprachlich wie Sara und Saskia) 
- numerische Notationen (mit zwei oder drei Seiten, wie Kai und Sara) 
- graphische Notationen (durch zwei- oder dreidimensionale Skizzen wie 

von  Michael, Hamet und Kai zu Beginn).  
 

Sie unterscheiden sich im Tempo, wie lange sie das Material zur Stützung 
brauchen, und in der Systematik, mit der sie sicherstellen, alle gefunden zu 
haben. Saskia zum Beispiel geht von Beginn an vom „quadratischsten“ zum 
länglichsten Rechteck, Kai dagegen hat ebenso wie Hamet Mühe, die Voll-
ständigkeit zu prüfen. Alle erarbeiten ganz nebenbei die Volumenformel.  
Die hier erreichte Niveaustreuung durch einen offenen Erkundungsauftrag 
kann sich in leistungsfähigen Lerngruppen auch auf größere Sinneinheiten 
beziehen. Hußmann (2002) zeigt im Rahmen seines Unterrichtskonzepts des 
„konstruktivistischen Lernens an intentionalen Problemen“, in welchem  
Maße Lernende bei radikaler Öffnung in der Lage sein können, mathemati-
sche Begriffsentwicklung selbstständig zu betreiben. Die Selbstdifferenzie-
rung besteht hierbei wesentlich im Zulassen individueller fachlicher Erkun-
dungswege, die durch die gemeinsamen (intentionalen) Problemstellungen 
die Zielorientierung behalten. Dieses Konzept, ebenso wie die extensive 
Arbeit mit Lerntagebüchern im Konzept des „Dialogischen Lernens“ bei Ruf 
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und Gallin (1998) setzen allerdings sehr überschaubare Inhalte (wie die Vo-
lumenformel) voraus. Oder sie richten sich an Lernende, die über hinreichen-
de metakognitive und selbstregulative Fähigkeiten verfügen, da sie den eige-
nen Lernprozess über lange Zeiträume hinweg organisieren und verbalisieren 
müssen. Beide Konzepte wurden daher vor allem für einen gymnasialen 
Unterricht der höheren Schulstufen entwickelt. 
Welche Anforderungen müssen die Differenzierungsansätze für das Erkun-
den jedoch erfüllen, wenn die Lernenden nicht schon breit entwickelte meta-
kognitive und selbstregulative Fähigkeiten besitzen? Wie kann man die 
Grundprinzipien des genetischen und zugleich eigenaktiven Lernens aufrech-
terhalten, ohne sie zu überfordern?  
- Zugänglichkeit: Lernwege im Erkunden müssen für alle Lernniveaus 

offen gestaltet sein, da das Prinzip des genetischen, problemlösenden 
Erarbeitens aus oben genannten Gründen für alle Lernenden relevant ist.   

- Unterstützungsstrukturen: Strukturelle Ansätze der Differenzierung 
bieten Stützen im Lernprozess an, wie z.B. geeignete Lehrerimpulse, 
vorstellungsunterstützende Materialien oder regelmäßige Aufforderun-
gen zu Zwischenreflexionen.  

- Facettenreiche fachliche Angebote: Aufgaben für das Erkunden können 
multiple Lösungswege, alternative Repräsentationen oder Begründungen 
auf verschiedenen Abstraktionsstufen anbieten und so die fachliche Viel-
falt zur Eröffnung selbstdifferenzierender Lernwege nutzen.  

 
Die Effektivität problemorientierter genetischer bzw. entdeckender Ansätze 
ist von der empirischen Lehr-Lernforschung aus unterschiedlicher Perspekti-
ve und unabhängig vom Fach untersucht worden. Die Jahrzehnte währende 
Forschung zur Effizienz von Formen des Entdeckenden Lernens (discovery-
learning) lässt sich dahingehend zusammenfassen, dass Ansätze des angelei-
teten bzw. erweiterten Entdeckens (guided discovery, enhanced discovery) 
dem reinen Entdecken (pure discovery, unassisted discovery) hinsichtlich der 
Effizienz des Wissenserwerbs überlegen sind (vgl. Metaanalyse von Alfieri, 
Brooks, Aldrich & Tenenbaum, 2011). Verglichen mit einem reinen Entde-
ckungslernen erweist sich nach dieser Metastudie darbietendes Lernen (expo-
sitory learning) als effizienter, die untersuchten Studien beziehen sich jedoch 
mehrheitlich auf die Zielebene der Wissensvermittlung. Die im Unterricht 
bedeutsamen, oben aufgeführten Zieldimensionen der Vermittlung eines 
geeigneten Mathematikbildes oder der Förderung von Problemlösehaltungen 
und -fähigkeiten können einen solchen Ansatz jedoch nicht als geeignet er-
scheinen lassen.  
Will man die formulierte Herausforderung der Zugänglichkeit für alle be-
rücksichtigen, so darf man weniger leistungsstarke Lernende aus dem Entde-
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ckungsprozess nicht ausschließen. Dabei besteht aber die Schwierigkeit, dass 
durch erhöhte kognitive Zusatzanforderungen im Bearbeitungsprozess gerade 
bei schwächeren Schülern Lerneffekte ausbleiben (Sweller, 1994). Alfieri et 
al. (2011) identifizieren mit Blick auf die Forschungslage anleitende Stütz-
maßnahmen (scaffolding), Selbsterklärungselemente (Chi, de Leeuw, Chiu & 
LaVancher, 1994), Rückmeldungen (feedback) und entlastende Lösungsbei-
spiele (worked examples; Renkl, Schworm & Hilbert, 2004) als geeignete 
Elemente zur Optimierung von Phasen entdeckenden Lernens. 
Man kann also festhalten, dass die besten Lernerfolge in Bezug auf Wissens-
vermittlung bei einer Kombination aus Entdeckung und Unterstützung, einer 
Balance aus Konstruktion und Instruktion erzielt werden. Alle empirischen 
Befunde deuten darauf hin, dass es gerade die schwächeren Schülerinnen und 
Schüler sind, die der engeren Anleitung und Unterstützung bedürfen, um 
unter solchen Rahmenbedingungen effektiv zu lernen.  
Um aufzuzeigen, wie die hier angedeuteten Differenzierungsanforderungen 
nicht nur in Form von Unterrichtsstrukturen umgesetzt werden können, son-
dern fachspezifisch und dabei mitunter sogar gegenstandsspezifisch konsti-
tuiert werden können, sollen einige Aufgabenformate kurz erläutert werden. 
Bei geschlossener Differenzierung durch parallele Aufgaben können beim 
Erkunden die „Entdeckungsbögen“ weiter und knapper und damit die Erwar-
tung an Selbststeuerung der Lernenden größer oder geringer skaliert werden. 
Dazu muss allerdings das Lernmaterial in verschiedenen Versionen vorlie-
gen. Gestufte Aufgaben dagegen bieten einen niederschwelligen gemeinsa-
men Einstieg für alle und ermöglichen, sich sukzessive in den Anforderungen 
öffnen (vgl. Blütenaufgaben bei Bruder, i. d. Bd.). Lernende verzweigen in 
den offenen Teilen dann nach Lerntempo oder Erarbeitungstiefe.  
Schließlich können Aufgaben verschiedene Bearbeitungsweisen erlauben, die 
nicht notwendig nach Anspruchsniveau, sondern nach verschieden präferier-
ten Zugangsweisen differenzieren, z.B. hinsichtlich  
- der Modellierungs- oder Bearbeitungsstrategie (z.B. Lösen durch Pro-

bieren vs. Aufstellen eines funktionalen Modells) 
- des Abstraktionsniveaus (z.B. konkrete Beispiele zur Plausibilisierung 

bis hin zu formal-deduktiver Begründung) 
- der Repräsentationsformen (z.B. grafische, symbolische oder tabellari-

sche Darstellungen). 
 

Dies wird durch die Teilaufgabe a) aus Abbildung 4 exemplarisch veran-
schaulicht. Der erste Dialog zwischen Zahlenkünstler und Pia repräsentiert 
das sacherschließende Problem: Wie kann der Zahlenkünstler so schnell 
rechnen? Als Verständnisstütze findet man einen weiteren Dialog zwischen 
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Ole und Merve, der verbal und ikonisch beim Verständnis der Aufgabe 
(„Quadrat“) unterstützen soll. Tills Denkblase gibt eine Anregung für eine  
Untersuchungsstrategie.  

Abb. 4: Verschiedene Differenzierungsstrategien bei einer Aufgabe zur Entdeckung einer bino-
mischen Formel (Leuders, Marxer & Rülander, i. Vorb. für 2014)  
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Insgesamt repräsentiert die Teilaufgabe a) samt Vorspann also einen offenen 
Einstieg, der Schülerinnen und Schülern die Möglichkeit des weitgehend 
selbstständigen Entdeckens der Zusammenhänge quadratischer Zahlenterme 
gibt. Die Teilaufgabe b) bietet dazu weitgehend gelöste Beispiele an, die 
inhaltlich auf das zentrale Erkundungsziel eingehen. Diese Angebote erfol-
gen in alternativen Repräsentationen, von denen die Lernenden für sich aus-
wählen können, welche ihnen beim Verständnis des Zusammenhangs hilft. 
In einer leistungsheterogenen Klasse kann man durchaus eine Gruppe schwä-
cherer Schülerinnen und Schüler direkt mit der geschlosseneren Aufgaben-
variante b) beginnen lassen, mit der sie sich dann länger befassen können, 
während die Stärkeren erst einmal auf eigenen Wegen den Trick erkunden 
und dann ihre Lösungsideen mit denen aus b) vergleichen können. 
Hier zeigt sich, wie sehr Aufgaben- und Unterrichtsstruktur verschränkt ge-
dacht werden müssen, wenn man optimale Differenzierungsbedingungen 
schaffen will. Insbesondere stellt ein solcher flexibler Umgang mit den Auf-
gaben hohe Anforderungen an die Lehrperson, die das Potential der Aufgabe 
und die Fähigkeiten der Lernenden einschätzen muss. Unterrichtsstudien wie 
TIMSS zeigen, dass allein die Verfügbarkeit solcher Aufgaben noch lange 
nicht die Umsetzung in einem differenzierenden, kognitiv aktivierenden 
Unterricht impliziert (Hiebert et al., 2003).  
 
2.3 Differenzieren beim Austauschen 
Als ein entscheidendes Strukturelement in konstruktivistisch angelegten 
Lernumgebungen werden das kommunikative Austauschen und das kollekti-
ve Reflektieren der Lernenden zu ihren in Eigenaktivität (individuell oder 
kooperativ) entwickelten Ideen angesehen. Dies ist angesichts der Lernwirk-
samkeit des reflektierenden Lernens (z.B. Stern & Schumacher, 2004) ein 
bedeutsamer Teilaspekt ko-konstruktiven Lernens (Reusser, 2005) und wird 
daher in unterschiedlichen didaktischen Ansätzen explizit berücksichtigt, wie 
z.B. in der „Du-Phase“ im Dialogischen Unterricht (Gallin & Ruf, 1998) oder 
bei kooperativen Lernszenarios wie „Think-Pair-Share“ (Green & Green, 
2005), auch bei jüngeren Kindern (Sundermann, 1999; Götze, 2007). Da der 
Teilprozess in Bezug auf Heterogenität spezifische Anforderungen aufweist, 
wird er hier eigens aufgeführt, auch wenn wir ihn im Rahmen des KOSIMA-
Unterrichtskonzeptes unter Erkunden subsumieren (z.B. Barzel et al., 2011c).  
Im Folgenden soll verdeutlicht werden, dass der Kernprozess des Austau-
schens nicht nur auf methodischer Ebene für das Differenzieren relevant ist, 
sondern substantiell inhaltsbezogene Überlegungen tangiert.  
Der Teilprozess des Austauschens entwickelter Ideen ist eine der prototy-
pischsten Unterrichtssituationen, in denen die Heterogenität der Lernenden 
zur Chance werden kann (Sundermann, 1999): Werden die zunächst in ei-
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genaktiven Erkundungen entwickelten Wege in Strategiekonferenzen oder 
zurückhaltend moderierten Unterrichtsgesprächen verglichen, dann kann die 
Heterogenität der Lernenden in ihren unterschiedlich präferierten Zugangs-
weisen, Repräsentationen und Strategien nutzbar gemacht werden für eine 
kognitiv anspruchsvolle Herausforderung eines verständigen und flexiblen 
Umgangs mit Mathematik, nämlich den aus fachlicher Sicht notwendigen 
Facettenreichtum an Zugangsweisen, Repräsentationen und Strategien zu 
erleben, zu vergleichen und zu reflektieren (dies haben Stigler & Hiebert 
1999 als Charakteristikum japanischen Mathematikunterrichts identifiziert).  
Damit Austauschprozesse in diesem Sinne effektiv sind, sollte die Unter-
schiedlichkeit der Wege auf fachlich gehaltvolle, relevante Unterscheidungen 
(wie unterschiedliche Repräsentationen oder Strategien von allgemein-
heuristischer Bedeutung) beziehen. Zudem sollten intensive Reflexionen und 
nicht nur oberflächliche Sammlungen angestoßen werden. Für einen erfolg-
reichen Einbezug unterschiedlicher Lernvoraussetzungen sind dabei zwei 
Differenzierungsanforderungen aus fachdidaktischer Perspektive zentral:  
- Die Zugänglichkeit für alle: die Denkwege der anderen Schülerinnen und 

Schüler dürfen nicht so fremd sein, dass sie von den schwächeren Ler-
nenden nicht verstanden werden.  

- Die Zielorientierung: in der Gestaltung der Austauschphasen sollte eine 
explizite Fokussierung auf eine geeignete Differenzierungsebene in den 
Lernzielen (Strategien, Repräsentationen usw.) angelegt sein. 

 
Der zweite Punkt zielt darauf ab, sich Rechenschaft darüber abzulegen, auf 
welcher Stufe Lernende unterschiedliche Strategien erwerben sollen, etwa 
gemäß folgender Stufung (Hußmann & Prediger, 2007):  
- Stufe 1: Eine Strategie / Repräsentation / Verfahren kennen und sicher 

beherrschen; 
- Stufe 2: Mehrere Strategien / Repräsentationen / Verfahren kennen und 

eines sicher beherrschen; 
- Stufe 3: Mehrere Strategien / Repräsentationen /Verfahren beherrschen; 
- Stufe 4: Mehrere Strategien / Repräsentationen / Verfahren beherrschen 

und situationsangemessen eine optimale Variante auswählen. 
 
Die letzte Lernstufe ist unter dem Stichwort flexibles bzw. adaptives Rech-
nen im Fokus der Mathematikdidaktik und Lernpsychologie (z.B. Heinze, 
Star & Verschaffel, 2009). Diese Stufe ist für Grundrechenarten ein wichtiges 
Ziel, für Inhalte höherer Klassen allerdings bezüglich der Angemessenheit 
aus curricularer Perspektive und unter Berücksichtigung individueller Lern-
stände im Einzelfall zu prüfen. In Unterrichtsversuchen hat sich daher zur 
Differenzierung bewährt, wenn sich Lehrkräfte über diese Stufung Rechen-
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schaft ablegen und für jeden mathematischen Gegenstand überlegen, welche 
Stufe welche Lernenden erreichen sollen. 

Abb. 5: Unterschiedliche Wege zur Bestimmung der Position des Kommas (aus Barzel, Royar & 
Streit, 2012b) 

Dieser Ansatz der „Differenzierung durch reflektierte Lernziel-Stufung“  
wird am Beispiel vielfältiger Repräsentation (und den damit verbundenen 
Konzeptualisierungen der mathematischen Zusammenhänge) illustriert. Aus-
gangspunkt ist die Frage, wohin beim Multiplizieren mit Dezimalzahlen wie 
2,31 . 1,11 das Komma kommt. Abbildung 5 zeigt typische unterschiedliche 
Wege, wie sie Kinder entwickeln, die noch nicht auf den Standardalgorith-
mus der Kommaverschiebungsregel zurückgreifen können, aber über fundier-
te Verstehensressourcen verfügen: 
- Merve überschlägt das Ergebnis, dies ist der wünschenswerte, weil am 

wenigsten fehleranfällige Begründungsweg. 
- Oles Rechteckbild greift zurück auf die Grundvorstellung der Multipli-

kation als Rechteckfläche und zeigt, wieso die Multiplikationen mit 
Zehnteln ein um den Faktor 10 kleineres Produkt (d.h. eine kleinere Flä-
che) liefern. Dieser Begründungsweg sollte prinzipiell verstanden wer-
den, ist jedoch für den Rechenalltag zu aufwendig.  

- Tills Malkreuz basiert auf einem bevorzugt unterrichteten Rechenweg 
zum halbschriftlichen Multiplizieren natürlicher Zahlen (Wittmann & 
Müller, 2008, S. 59f.). Der Bezug zum vertrauten Rechenweg des Mal-
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kreuzes kann helfen, die Zerlegung der Zahl zu verstehen. Er klärt je-
doch nicht, wie mit Zehnteln und Hundertsteln zu multiplizieren ist, da-
her muss das Malkreuz zur Verstehensfundierung mit Oles Rechteckbild 
verbunden werden.  

- Pias operative Betrachtung der Päckchen wirft ein anderes Licht auf die 
Zusammenhänge, was das Verständnis auf andere Weise stützen kann. 
Sie ist auch als Alltags-Rechenweg tauglich, jedoch wird man nicht von 
allen Kindern fordern, sowohl Merves als auch Pias Weg zu beherrschen. 

 
Dieses Beispiel zeigt, dass die Begründungs- und Rechenwege nicht gleich-
berechtigt nebeneinander stehen müssen. Wird im Unterricht die Vielfalt der 
Wege für Austausch- und Reflektionsprozesse genutzt, sollte daher aus fach-
didaktischer Sicht dem unterschiedlichen Gewicht der Wege Rechnung ge-
tragen werden. Dies bedeutet insbesondere, die Wege, die nachhaltig gelernt 
werden sollen, anders zu gewichten als diejenigen, die der Verständnis-
absicherung dienen, aber nicht in gleichem Maße geübt werden müssen.  
Nach dem Austausch über verschiedene Wege mit allen Lernenden (u.U. mit 
Gewichtung wie hier) kann differenzierend weiter gearbeitet werden, indem 
gemäß der Lernziel-Stufung schwächere Lernende einen Weg festigen, wäh-
rend stärkere stets aufgefordert werden, auf mehreren Wegen zu rechnen.  
 
2.4 Differenzieren beim Ordnen 
Für einen nachhaltigen, konsolidierten Wissensaufbau muss dem Erkunden 
(und Austauschen) eine Phase des Systematisierens und Sicherns folgen, die 
vier Funktionen erfüllt: Reflektieren (Erfahrungen bewusst machen), Regula-
risieren (individuell Erarbeitetes mit dem regulären mathematischen Wissen 
abgleichen), Vernetzen (fragmentiertes Wissen miteinander in Beziehung 
setzen) und Dokumentieren (Gelerntes im Wissensspeicher schriftlich fes-
thalten, um später darauf zugreifen zu können) (Prediger et al., 2011). Im 
KOSIMA-Konzept heißt dieser Kernprozess das Ordnen (Prediger et al., 
2011). 
Während das Reflektieren und Vernetzen als Elaborationsstrategie in der 
pädagogischen Psychologie wiederholt als wichtiges Element effektiven 
Lernens empirisch untermauert wurde (Stern & Schumacher, 2004; Mandl & 
Friedrich, 2006), ist das Regularisieren (Gallin & Ruf, 1998) und Dokumen-
tieren zwar für die Unterrichtspraxis als von großer Relevanz herausgearbei-
tet worden (exemplarisch bei Brückner, 1978; Gallin & Ruf, 1998), aber 
bislang unseres Wissens wenig im Fokus der Forschung. Umso wichtiger war 
es, im Rahmen des KOSIMA-Projekts für diesen Kernprozess systematische 
Design-Prinzipien überhaupt erst zu entwickeln und zu erproben. 
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Die wichtigsten zwei Qualitätsanforderungen an den Kernprozess des Ord-
nens beziehen sich auf die Inhaltsauswahl und die Eigenaktivität:  
(1) Inhaltsauswahl: Während sich die Sicherung in der Unterrichtspraxis oft 
verengend auf Rechenregeln beschränkt, plädieren wir dafür, zur Sicherung 
der Nachhaltigkeit eines breiten Wissensprofils alle Facetten prozeduralen 
und konzeptuellen Wissens (Begriffe, Sätze, auch Vorstellungen und Darstel-
lungen, Abgrenzungsbeispiele, Strategien usw.) in den Kernprozess des Ord-
nens mit einzubeziehen. (2) Eigenaktivität: Während im traditionellen Unter-
richtsskript der Kernprozess des Ordnens meist als ausgesprochen lehrerge-
steuerte Phase verwirklicht wird (z.B. im fragend-entwickelnden Gespräch 
und/oder dem Notieren und Abschreiben von so genannten „roten Kästen“), 
setzen wir darauf, auch in dieser Phase die Lernenden möglichst aktiv zu 
beteiligen.  
Dieses Ziel der Aktivierung macht die Berücksichtigung der Heterogenität 
der Lernenden besonders relevant. Dazu mussten im KOSIMA-Konzept neue 
Wege erarbeitet werden, um auch das Ordnen unter möglichst aktiver Betei-
ligung der Lernenden zu gestalten, die Zugänglichkeit für alle Lernenden zu 
gewährleisten und diese nicht durch zu viel Offenheit zu überfordern. Entwi-
ckelt wurden für diesen Zweck eine Vielzahl von Aneignungshandlungen im 
Spektrum zwischen Selbstfinden und Nachvollziehen (Prediger et al., 2011; 
teilweise adaptiert von Swan, 2005).  
Da der Kernprozess des Ordnens auf Konsolidierung und Schaffung von 
Kohärenz in der Lernendengruppe zielt (um eine minimale Ausgangsbasis an 
Kompetenzen zu schaffen), würde eine Differenzierung nach Zugangsweisen 
oder Anspruchsniveaus eine äußere Trennung der Lernenden nötig machen. 
Es lassen sich aber Differenzierungen nach Lerntempo durch zusätzliche 
Pufferaufgaben und nach Lernzielen vornehmen. Dazu gilt es zu spezifizie-
ren, welche Wissensbestände allen Lernenden nachhaltig zur Verfügung 
stehen sollen und welche nur für einzelne im Horizont liegen. Nachhaltiges 
konzeptuelles Wissen, das insbesondere die Vorstellungen und Darstellungen 
umfasst, muss jeweils für alle Niveaus gesichert werden, dagegen ist ausdif-
ferenziertes Abgrenzungswissen (wann kann ich statt diesem Verfahren güns-
tiger ein anderes anwenden?) und weitgreifende Vernetzungen (der Satz ist 
unter Berücksichtigung der Nebenbedingung x ein Spezialfall von y) eher für 
die Stärkeren zu konsolidieren. Im Kernbereich der zentralen Wissensfacet-
ten dagegen wird explizit nicht für verschiedene Lernende differenziert.  
Die notwendige Anpassung der Aneignungshandlung an die jeweilige Wis-
sensfacette soll durch das Beispiel in Abbildung 6 verdeutlicht werden. Gesi-
chert werden in dieser Aufgabe die mathematischen Begriffe „senkrecht“ und 
„parallel“, die zuvor erarbeitet wurden entlang der Kernfrage, wie man einen 
Quader aus Papier basteln kann, ohne dass dieser schief aussieht. „Senkrecht“ 
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und „parallel“ sind in diesem Kontext wichtige Qualitätskriterien an die Falt-
kanten. An diese Erfahrung wird im Vortext der abgedruckten Aufgabe an-
geknüpft. Dabei werden die Namen der Begriffe „senkrecht“ und „parallel“ 
hier ohne Aneignungshandlung einfach genannt, denn Bezeichnungen kön-
nen nicht aktiv erarbeitet werden. Ihre Bedeutung dagegen wird in den näch-
sten Teilaufgaben unter aktiver Beteiligung der Lernenden konsolidiert. Teil-
aufgabe a) thematisiert die Wissensfacette der Konkretisierung, indem Bei-
spiele und Gegenbeispiele identifiziert werden müssen. In Teilaufgabe b) 
werden Charakterisierungen angeboten, die nach Richtigkeit beurteilt werden 
müssen, schließlich wird in c) eine davon ausgewählt als Definition (Wis-
sensfacette explizite Formulierung).  

Abb. 6: Beispiel einer Ordnen-Aufgabe (aus Barzel, Glade, Prediger & Schmidt, 2011a) 

Durch jeweils einige leicht auszuschließende Wahloptionen ist in beiden 
Teilaufgaben a) und b) die Zugänglichkeit gewährt, denn alle Lernenden 
können in die Aufgabe einsteigen. Gleichwohl sind zur Sicherung negativen 
Wissens über typische Fehlvorstellungen (viele Lernende sehen (4) nicht als 
senkrecht an) auch schwerer zu entscheidende Beispiele dabei.  
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Bezüglich der Aneignungshandlungen wurde in dieser Aufgabe ein mittleres 
Niveau gewählt, und zwar in dem Grad der aktiven Beteiligung der Lernen-
den. Deutlich schwieriger wäre es, selbständig geeignete Formulierungen zu 
finden, deutlich leichter wäre es, nur zuzuordnen, welche Definition zu paral-
lel gehört. Differenzierung im Zuge der Aneignungshandlungen im Kernpro-
zess des Ordnens kann also darin liegen, den Grad der aktiven Beteiligung zu 
erhöhen oder zu verringern. Damit erfolgt auf Aufgabenebene eine Differen-
zierung nach Anspruchsniveau, aber nur begrenzt der Lernziele.  
Zusätzlich kann durch die Wahl geeigneter Methoden der Grad der Lehrer-
steuerung weiter nach den Lernvoraussetzungen der Schülerinnen und Schü-
ler variiert werden: In stärkeren Gruppen wird man den Austausch im Aufga-
benteil d) in selbst moderierten Kleingruppen erfolgen lassen, in schwächeren 
im Klassengespräch (Prediger et al., 2011).  
 
2.5 Differenzieren beim Vertiefen 
Der Kernprozess des Vertiefens umfasst alle Lernsituationen, in denen nicht 
mehr die Konstruktion mathematischer Begriffe, das (Nach)erschaffen von 
Mathematik im Vordergrund steht, sondern die Absicherung, dass das erwor-
bene Wissen flexibel und nachhaltig verfügbar bleibt. Zum Vertiefen gehört 
also zweierlei: Das Konsolidieren der erworbenen Kompetenzen (prozedura-
les und konzeptuelles Wissen, Vorstellungen, Fähigkeiten, usw.) und das 
Flexibilisieren von Wissensbeständen, also im Wesentlichen die Fähigkeit 
des Transfers auf verwandte Situationen (Aebli, 1983; Renkl, 2000). Insbe-
sondere bedeutet das auch, dass das Wissen vom Erfahrungskontext unab-
hängig gemacht werden muss: Brüche kann man beispielsweise nicht nur bei 
Pizzen und Schokolade anwenden. Dies ist nicht nur im Sinne der Flexibilität 
der Fähigkeiten (Spiro & Jehng, 1990), sondern auch für den Aufbau eines 
angemessenen Mathematikbildes wichtig (Mähler & Stern, 2006).  
Zur Gestaltung von Übephasen findet man eine große Zahl theoretischer 
Konzepte sowohl in der allgemeinen Didaktik (z.B. Heymann, 2005; Paradies 
& Linser, 2001) als auch in der Instruktionspsychologie (z.B. Schneider, 
1985; Brophy, 2000; van Merriënboer, Clark & de Croock, 2002). Die päda-
gogische Psychologie hat viel zum Grundverständnis der Wirksamkeit des 
Übens (oder „Trainings“) beigetragen, wie z.B. Prinzipien des Überlernens 
von Fertigkeiten (z.B. Driskell, Willis & Cooper, 1992) oder der zeitlichen 
und inhaltlichen Verteilung von Üben (Donovan & Radosevich, 1999), die 
Anforderungen der Transparenz der Übeziele (van Lehn, 1990) oder die 
ausbalancierte Berücksichtigung verschiedener Facetten der Übeziele, wie 
die Ausbildung von Automatisierungsroutinen, die Transfersteigerung und im 
weitesten Sinne die Qualitätssteigerung des erworbenen Wissens (Renkl, 
2000). Deutlich ist allerdings, dass die empirische Forschung weit überwie-
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gend die Wirkungen eher kurzfristiger Trainings im Blick hat und bezüglich 
fachspezifischer und vor allem curricular über mehrere Jahre reichender 
Vertiefungsprozesse bislang wenig grundlegende Forschung vorliegt. Insbe-
sondere betont Lipowsky (2009) den Mangel an Studien, die Wirkungen „auf 
schulrelevantes Wissen und schulbezogene Fähigkeiten explizit untersuchen“ 
(S. 92). 
Die Übekonzepte und -prinzipien der allgemeinen Didaktik und pädagogi-
schen Psychologie sind von der deutschen Mathematikdidaktik immer wieder 
aufgenommen und fachspezifisch konkretisiert worden (Winter, 1984; Witt-
mann, 1992; Leuders, 2005, 2009) und haben in der Theorie (und zunehmend 
auch in der Unterrichtspraxis) zu einem breiten Übeverständnis unter der 
Bezeichnung des „produktiven Übens“ bzw. des „intelligenten Übens“ bei-
getragen. Diese Übekonzepte sind ausgesprochen fachspezifischer Natur – 
wiewohl in Teilen übertragbar – und manifestieren sich vor allem in charak-
teristischen Aufgabenformaten. 
 
Differenzieren durch Aufgaben: Zentrale Anforderung an ein intelligentes 
Üben ist die Effektivität hinsichtlich der gesetzten Übeziele, d.h. dass die 
Übezeit auf bestmöglich lernwirksame Weise verwendet wird. Dies setzt eine 
gewisse Adaptivität voraus und führt direkt auf die Frage nach dem Differen-
zierungsvermögen. Die fachspezifischen Herausforderungen liegen in der 
wohldosierten Differenzierung nach Lernzielen: Welches sind die Fähigkei-
ten, die alle Lernenden üben müssen, welche Ebenen des Übens können dar-
über hinaus erreicht werden (z.B. das Erkennen vertiefter begrifflicher Zu-
sammenhänge oder das kreative Weiterdenken in Mustern und Strukturen)? 
Dies soll an konkreten Beispielen zu geschlossenen und selbstdifferenzieren-
den Übeformaten erläutert werden.  

Abb. 7: Geschlossene differenzierte Übungsaufgaben (aus Barzel & Leuders, in Vorb. für 2012) 

Geschlossene Übeformate wie das Beispiel in Abbildung 7 erlauben im 
Rahmen individualisierender Übephasen die Loslösung von Gleichschritt 
hinsichtlich aller relevanter Aspekte (Lerntempo, Zugangsweise, Anspruchs-
niveau, Lerninhalt). Deswegen gehören zu Recht Wahlaufgaben oder im 
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Niveau gestufte Aufgabensets zu den Standard-Differenzierungsansätzen 
vieler Lehrkräfte.  
Aus fachdidaktischer Sicht ist es zentral, bei geschlossener Differenzierung 
durch Aufgaben diese nicht nur hinsichtlich der technischen Kompliziertheit 
auszuschöpfen (also z.B. durch größere Zahlen oder kompliziertere Terme 
o.ä.), sondern durch alle zur Verfügung stehenden schwierigkeitsgenerieren-
den Merkmale (Hußmann & Prediger, 2007; Leuders, 2009): Art der kogniti-
ven Aktivitäten (z.B. Vorwärts- und Rückwärtsarbeiten nach dem operativen 
Prinzip, Explorieren, Formulieren, Verallgemeinern, Begründen), Komplexi-
tätsgrad (Wie übersichtlich ist die Situation und wie vielschrittig der Lö-
sungsweg?), sprachliche Komplexität der Aufgabenstellung (Welche Hürden 
im Textverständnis müssen überwunden werden?), Grad der Formalisierung 
der Aufgabenstellung und geforderten Lösung (Erfordert die Aufgabe forma-
le Schreibweisen? Wie vertraut sind diese?), Vorstrukturiertheit der Lösung 
versus Offenheit (Inwieweit ist durch die Enge der Aufgabenstellung bereits 
alle Vorstrukturierungsarbeit geleistet?) und Bekanntheitsgrad der Mittel 
(abhängig von Positionierung im Lernprozess).  
Im Beispiel aus Abbildung 7 findet man beispielsweise das Angebot ver-
schiedener Komplexitäts- und Kompliziertheitsgrade. Beide Spalten enthal-
ten im Sinne der operativen Durcharbeitung Rückwärtsaufgaben (1___ + 1 
___ = 1001 kg bzw. 1000 ___ + 1___ + 1g = 2001 g), während eine unlösba-
re „Störaufgabe“, die zur erhöhten Reflexion zwingt, nur der rechten Spalte 
vorbehalten ist (1m + 1kg + 1cm = ___ cm).  
Insgesamt allerdings stellen rein geschlossen differenzierte Übungsphasen 
die Lehrperson vor die diagnostische Herausforderung, die für die jeweilige 
Lernendengruppe geeignete Auswahl zu finden. Diesem Ansatz sind also 
Grenzen durch die diagnostischen Möglichkeiten und die Unterrichtsökono-
mie gesetzt. Setzt man die geschlosseneren Formate hingegen pragmatisch 
„im Gleichschritt“ für die ganze Klasse ein – und dies entspricht der gängi-
gen Unterrichtspraxis –, sind viele Lernende über- oder unterfordert. 
Selbstdifferenzierende Übeformate wie die Beispielaufgaben in  Abbildung 8 
legen die Lernenden nicht auf ein Bearbeitungsniveau fest, sondern lassen 
verschiedene Bearbeitungstiefen und Reflexionsniveaus zu. Oft erlauben sie 
auch deutlich weitergehende kreative Bearbeitungsmöglichkeiten und sind so 
offen auch für die  Förderung begabter Schülerinnen und Schüler.  
Einige immer wiederkehrende Aufgabenformate entstehen dadurch, dass 
Automatisierungsprozesse und Prozesse der operativen Durcharbeitung  
(Aebli, 1993) verbunden werden mit mathematischen Tätigkeitstypen (Mus-
ter finden, Strukturieren, Problemlösen). Die entstehenden Aufgabentypen 
(Wittmann, 1992; Leuders, 2009) sind so konstruiert, dass sie zunächst allen 
Lernenden einen leichten Einstieg und Gelegenheit für das Üben von Grund-
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fertigkeiten bieten: In solchen Aufgabentypen, die etwa der Aufgabe 2 in 
Abbildung 8 entsprechen, kann jeder Lernende zunächst die Aufgabenfolge 
abarbeiten und dann je nach Reflexionsniveau die entstehenden Muster ana-
lysieren. In Aufgabe 3 werden Lernende aufgefordert, vor der Bearbeitung 
erst einmal subjektiv leicht empfundene Aufgabentypen zu identifizieren, 
wodurch das Üben um eine reflektive Kompetente ergänzt wird. Im einfach-
sten Fall ist diese Schwierigkeitsreflexion eine intuitive, bei stärkeren Ler-
nern kann sie das Erkennen von hilfreichen Mustern fördern. In Aufgabe 4 
schließlich wird das Üben in eine einfache Problemlöseaufgabe eingebettet, 
die durch Probieren allen Lernenden einen Zugang erlaubt. Stärkere werden 
angeregt, das Problem systematisch für alle Fälle anzugehen. Übungsaufga-
ben dieses Typs lassen sich durch Lehrkräfte mit etwas Routine in großer 
Zahl und für alle Inhaltsgebiete selbst herstellen (Leuders, 2006, 2009). 
Die Beispiele zeigen den Vorzug selbstdifferenzierter Übeformate: Neben der 
Offenheit für die Bearbeitung auf verschiedenen Niveaustufen  puffern sie 
die Bearbeitung auch zeitlich, bieten stärkeren Lernenden vertiefte Verste-
hensoptionen an, ohne sie im Lernprozess zu weit vorauseilen zu lassen und 
fördern schließlich bei allen Lernenden prozessbezogene Kompetenzen. Die-
se Beispiele und Überlegungen verdeutlichen, wie sehr solche Differenzie-
rungsansätze mit fachspezifischen Konzepten verwoben sind und was mit der 
bereits zitierten „Offenheit vom Fach“ (Wittmann, 1996) gemeint ist. 
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Abb. 8: Geschlossene und selbstdifferenzierende Übungsaufgaben (nach Leuders, Marxer & 
Rülander, i. Vorb.) 

Die Adaptivität solcher Aufgabenformate ist in der Fachdidaktik auf der Seite 
der Konstruktionsprinzipien ausführlich beschrieben und ein sinnvoller Ein-
satz in der Praxis wird aus vielen Modellprojekten berichtet, weil sie den 
Umgang mit einer großen Niveaustreuung innerhalb einer Klasse ermögli-
chen (Wittmann, 1995; Hengartner et al., 2006; Krauthausen & Scherer, 
2010). Eine empirische Prüfung der Chancen und Grenzen der tatsächlichen 
Adaptivität selbstdifferenzierender Aufgaben im Sinne einer Niveauange-
messenheit für die einzelnen Lernenden ist bislang allerdings nur in einer 
Fallstudie erfolgt (Prediger & Scherres, 2011). Diese Fallstudie zeigt, dass 
selbstdifferenzierende Aufgabenformate keineswegs „automatisch differen-
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zierend“ sind, sondern einer geeigneten methodischen Stützung durch die 
Lehrkraft und Gewöhnung der Lernenden bedürfen. Die ersten explorativen 
Analysen zu Kontextbedingungen (Kooperation, Metakognitionen, Selbstre-
gulation, Interventionen) bedürfen in Zukunft weiterer vertiefender For-
schung.  
Eine weitere Grenze der Differenzierung durch selbstdifferenzierende Aufga-
ben wird deutlich bei vertieftem Förderbedarf: Wenn eine Lerngruppe noch 
substantiell am Grundverständnis der Inhalte arbeiten muss, während andere 
bereits problemlösend und abstrahierend mit diesen Inhalten umgehen kön-
nen, ist dies nicht auf der Aufgabenebene alleine zu lösen, dann sind spezifi-
sche Förderprogramme notwendig, die durch geeignete Unterrichtsstrukturen 
verankert sein müssen.  
 
Differenzieren durch Strukturen: Über die Differenzierung mit Aufgaben 
hinaus haben sich gerade im Kernprozess des Vertiefens auch geeignete Un-
terrichtsstrukturen bewährt, die die Eigenverantwortlichkeit des Lernens 
stützen (Bönsch, 2004; Barzel, Büchter & Leuders, 2007; Prediger et al., 
2006). Übergibt man z.B. den Lernenden etwas Eigenverantwortung bei der 
Auswahl geschlossen differenzierter Aufgaben, so können sie (trotz verbind-
licher Anforderungsniveaus innerhalb der Aufgaben) in die Verantwortung 
für die Adaptivität einbezogen werden. Allerdings sind Arbeitsaufträge wie 
„Bearbeite so viele Aufgaben wie du brauchst, um sicher Dezimalzahlen der 
Größe nach ordnen zu können“, ohne eine Zielorientierung (Köller & Schie-
fele, 2010; Bruder & Reibold, i. d. Bd.), für einige Lernende nur schwer 
erfüllbar, weil sich viele Lernende unter- oder überfordern.  
Eine in vielen Unterrichtsversuchen bewährte Struktur zur Ermöglichung von 
Transparenz und Zielorientierung bieten die sogenannten Checklisten (z.B. 
Prediger, 2007). 
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Abb. 9: Auszug einer Checkliste (aus Barzel et al., 2012a) 

Abbildung 9 zeigt an einem Beispiel, wie sie für Lernende und Lehrende die 
Lernziele einer Unterrichtseinheit transparent darstellen in Form von Kompe-
tenzen, illustrierenden Aufgaben, einer Möglichkeit zur Selbsteinschätzung 
sowie einem Angebot von passenden Übungsaufgaben. 
Dies geschieht nicht im Sinne eines programmierten Übens, sondern soll dem 
Üben eine gewisse Flexibilität und Transparenz verleihen und eine Selbst-
steuerung der Lernenden ermöglichen, die Autonomieerfahrungen beim Üben 
erhöhen (Deci & Ryan, 1993). Allerdings benötigen Lernende – vor allem 
schwächere – eine geduldige Anleitung in der Nutzung eines solchen Instru-
mentes, wenn es tatsächlich differenzierende Wirkung zeigen soll. 
Die fachdidaktische Qualitätsanforderung an solche Checklisten bezieht sich, 
ähnlich wie im Ordnen, auf die Wissensfacetten, die dort explizit vermerkt 
sind: Diese sollten nicht nur das Ausführen von Verfahren umfassen, sondern 
auch Vorstellungen, Darstellungen, Strategien usw.  
 
3 Fazit 
 
In diesem Beitrag wurde aufgezeigt, wie Ansätze des Differenzierens entlang 
verschiedener „Achsen“ oder „Dimensionen“ eingeordnet werden können: 
- Differenzierungsansätze lassen sich nach fachübergreifenden Strategien, 

wie dem offenen oder geschlossenen Differenzieren, oder der Differen-
zierung nach Lerntempo, Lerninhalt, Zugangsweisen oder Anspruchs-
niveau einordnen. Sie werden auf der Ebene von Methoden, Strukturen 
oder Aufgaben angesiedelt. Für ein ganzheitliches Unterrichtskonzept 
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sollte ein breites Repertoire ausgeschöpft werden, weil kein einzelner 
Ansatz alle Qualitätsanforderungen zugleich erfüllen kann. 

- Die konkrete Umsetzung von Differenzierungsmaßnahmen, insbesondere 
auf Ebene der Aufgaben (weniger auf der Ebene der Unterrichtsstruktur) 
bedarf eines tiefen Verständnisses des fachlichen Gehalts des jeweiligen 
Gegenstandes. 

- Für die Spezifikation konkreter Qualitätsanforderungen an die jeweiligen 
Differenzierungsmaßnahmen ist es aus fachdidaktischer Sicht wesent-
lich, nach epistemologisch verschiedenen Lernsituationen zu unterschei-
den („Kernprozesse: Anknüpfen, Erkunden, Austauschen, Ordnen, Ver-
tiefen“). Diese Unterscheidung trägt sowohl fachunabhängige als auch 
fachspezifische Züge. 
 

Eine solche Einordnung von Differenzierungsansätzen hilft sowohl bei der 
Entwicklung als auch der systematischen empirischen Erforschung von diffe-
renzierenden Lernumgebungen im Zusammenspiel von Fachdidaktik, In-
struktionspsychologie und Unterrichtsforschung. Hier finden sich noch zahl-
reiche Herausforderungen in der Aufdeckung und Überprüfung relevanter 
Prozesse und Wirkungszusammenhänge. Es stellen sich Fragen wie: Welche 
Lernprozesse finden bei Lernenden in differenzierenden Lernumgebungen  
tatsächlich statt? Wie nutzen sie die Lernangebote? Welches sind Gelingens-
bedingungen und typische problematische Konstellationen?  
Die Beispiele haben deutlich gemacht, dass solche Fragen immer nur in Ver-
bindung allgemeiner Prinzipien des Lehrens und Lernens und fachlicher 
Konkretisierungen der spezifischen Lerngegenstände in Angriff genommen 
werden können, weil nur bei fachspezifischer Konkretisierung auch die be-
sonderen Herausforderungen im Hinblick auf den gegenstandsspezifischen 
fachlichen Gehalt deutlich werden. Gerade in einem solchen Forschungs-
programm liegt eine Chance für ein künftiges Zusammenwachsen von unter-
schiedlichen Forschungstraditionen in Theorie und Empirie. 
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