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Vorwort
Liebe Kolleginnen und Kollegen,

die vorliegende Handreichung soll Thnen Anregungen zum Einsatz der dynamischen Ma-
thematiksoftware ,,Geogebra“ in der Sekundarstufe Il vermitteln. Ich hoffe, dass ich
Ihnen damit eine kleine Hilfestellung gebe, wie man den Mathematikunterricht anschauli-
cher, vielfaltiger, interessanter und vielleicht auch etwas zeitgemaRer gestalten kann.

Alle Geogebraarbeitsblatter, die in dieser Handreichung abgebildet sind, kénnen vom
Bildungsserver heruntergeladen werden, um sie entweder im Original zu verwenden oder
nach eigenen Vorstellungen zu modifizieren.

An mehreren Stellen in der Handreichung wird die Verwendung des in ,,Geogebra“ im-
plementierten Computeralgebrasystems (CAS) erlautert. Ich hoffe, damit einen Anstof}
zu geben, dass sich mehr Kolleginnen und Kollegen dem Ubergang zu einem vollstandig
CAS-gestutzten Unterricht und einem CAS-Abitur zuwenden.

Ich danke der GeoGebra GmbH, dass sowohl die Verwendung von Geogebraabbildungen
in der Handreichung als auch das Hochladen von Geogebraarbeitsblattern in digitaler
Form ohne das Anfallen von LizenzgebUhren genehmigt wurde. Ebenso bedanke ich mich
beim Cornelsen-Verlag, der die kostenfreie Nutzung einiger Aufgabenstellungen aus den
Mathematik-Oberstufenbanden gestattet hat.

Berlin, August 2018 Dr. Ulrich Doring



I. Einfuhrung

Medienkompetenz und Digitalisierung — diese beiden Stichworte bestimmen momentan
die Diskussion in der Didaktik und in der Offentlichkeit. Das Fach Mathematik ist prades-
tiniert dafiir, dass man diese beiden Aspekte in verantwortungsvoller und kreativer Weise
aufgreift und inhaltlich umsetzt. Es gibt seit vielen Jahren mehrere leistungsstarke Com-
puteralgebrasysteme (CAS) auf dem Markt, die fur den Schulunterricht geeignet sind. Mit
dem dynamischen Geometrie- und Computeralgebrasystem ,,Geogebra“ steht ein fur
Schiler und Lehrer kostenloses Programm zur Verfigung, das weltweit verbreitet
und vernetzt ist. Die Besonderheit dieses Programms besteht darin, dass die Befehle in
die jeweilige Landessprache Ubersetzt worden sind. Es existieren bislang tiber 60 sprach-
spezifische Versionen. Ein herausstechendes Qualitdtsmerkmal von Geogebra ist die 3 D-
Applikation, die Anwendungen ermdglicht, die mit anderen kommerziellen Programmen
nicht moglich sind.

Der Einsatz von Geogebra im Mathematikunterricht kann auf unterschiedlichen Niveau-
stufen erfolgen: 1. Zur Visualisierung, Animation und Simulation. Dadurch werden alter-
native und einpragsame , Eingangskandale” bei der Vermittlung ermdglicht. Durch beliebig
haufige Wiederholungen (z. B. beim Erzeugen von Zufallszahlen) in Bruchteilen von Se-
kunden eré6ffnen sich Zugange, die handisch nicht mehr praktikabel sind. 2. Das CAS von
Geogebra kann zur Uberpriifung handisch erstellter Rechenergebnisse dienen; ebenso die
vielfachen Messmdglichkeiten in der 2 D- und 3 D-Graphik (Winkel, Langen, Flachen,
Steigungen, etc.). 3. Geogebra kann fir einen vollstdndig CAS-gestutzten Unterricht
verwendet werden. Insbesondere seit Einfihrung des verbindlichen OHiMi-Teils im Abitur
fallt auch das letzte Argument weg, das gegen ein ,,CAS-Abitur* spricht. Naturlich muss
auch ein ,,CAS-Schiuler” alle Problemstellungen ,per Hand“ bearbeiten kénnen, die von
einem ,Nicht-CAS-Schuler”* verlangt werden. Die flr die EinlUbung in die Bedienung des
CAS notwendige Zeit gewinnt man dadurch, dass unsinnige zig-fache Wiederholungen
vermieden werden. Z. B. l6st ein ,,Nicht-CAS-Schiler* im 3. Semester ca. 100 LGS. Es
durfte einsichtig sein, dass es fur das mathematische Verstandnis ausreichend ist, wenn
man es bei ca. 10 handischen Lésungen belasst.

Die vorliegende Handreichung soll exemplarisch - anhand einiger Schlisselstellen des
Mathematikunterrichts der Sek Il - Anstb3e geben, wie man Geogebra gewinnbringend
einsetzen kann. Dabei werden insbesondere solche Beispiele vorgestellt, die den Einsatz
zur Visualisierung und Animation zeigen. Damit sollen diejenigen Kolleginnen und Kolle-
gen angesprochen werden, die sich zunachst den Sprung in einen vollstandig CAS-
gestutzten Unterricht nicht zutrauen. Zusatzlich werden auch einige CAS-spezifische An-
wendungen vorgestellt. Die im Folgenden beschriebenen Geogebraarbeitsblatter stehen
allen Kolleginnen und Kollegen auf dem Bildungsserver zum Downloaden zur Verfigung.
In dieser Handreichung wird zu den Arbeitsblattern jeweils ein kurzer didaktischer Kom-
mentar angemerkt. Eine detaillierte Beschreibung zur Erstellung der Arbeitsblatter, wie
sie bei der Durchfuhrung zahlreicher Geogebraworkshops bei Lehrerfortbildungen einge-
setzt und erprobt wurde, ist als Download verfugbar, um den Umfang der Handreichung
im Rahmen zu halten. Um eine Einschatzung fir diese Detailbeschreibungen zu vermit-
teln, ist fur jeden der 3 Themenbereiche (Analysis, Analytische Geometrie, Stochastik)
exemplarisch eine Detailbeschreibung in dieser Handreichung angefiigt. Fur jedes der 3
Stoffgebiete werden aufRerdem jeweils am Ende des Kapitels Beispiele fur den Geo-
gebraeinsatz gegeben, die tber den RLP hinausgehen.

Geogebra bietet momentan 2 Varianten an: Die neueste Version Geogebra 6 Classic und
Geogebra 5 Classic. Die neuere Version hat den Vorteil, dass die Eingabe von Formeln



Uber einen einfachen Editor maoglich ist, der bei der alteren Version Geogebra 5 noch
nicht verfuagbar ist. D. h. bei Geogebra 6 kénnen z. B. Wurzelterme mit dem Wurzelzei-
chen (+/...) und nicht wie bei Geogebra 5 als sqgrt(...) eingegeben werden. Allerdings ist die
Version Geogebra 5 beim Bearbeiten vor allen Dingen von komplexeren Aufgaben mo-
mentan (Stand Fruhjahr 2018) noch stabiler. Daher wird die Erstellung der Arbeitsblatter
mit Geogebra 5 beschrieben, zumal die sonstigen Unterschiede trotz etwas geanderter
Menuefiihrung eher marginal sind.

Zur Einstimmung zeigt die folgende Abbildung einen ,Sommergarten”, der mit Geogebra
erzeugt wurde.

A0 A 000 R 1 0

Dieses naive Bild kann mit 8 Geogebrabefehlen erzeugt werden. Benétigt werden aller-
dings einige Formeln aus dem Gebiet der parametrischen Kurven. Man beachte auch
Feinheiten, wie das unregelméafig wachsende Gras.

1. Sonne: Kurve[cos(t) - 3, sin(t) + 7, t, 0, 6.28319]

2. Sonnenstrahl: nor(x,t):=sin(t)/cos(t)*(x-cos(t)+3)+sin(t)+7

3. Sonnenstrahlen: Folge[nor(x, t), t, -3.14159, n, 0.03142]

4. Rote Blumen: Folge[Kurve[sin(4t) cos(t) + n, sin(4t) sin(t) + 2, t, 0, 6.28319], n, -2,
2, 2]

5. Blaue Blumen: Folge[Kurve[sin(6t) cos(t) + n, sin(6t) sin(t) + 4, t, 0, 6.28319], n, -3,
3, 2]

6. Gras: Folge[Strecke[(-4 + n, 0), (-4 + n, 1 / 10 Zufallszahl[1, 10])], n, O, 8, 0.05]

7. Blumenstiele unten: Folge[Strecke[(-2 + n, 0), (-2 + n, 2)], n, O, 4, 2]

8. Blumenstiele oben: Folge[Strecke[(-3 + n, 0), (-3 + n, 4)], n, 0, 6, 2]



11. Analysis

1. Die h-Methode (graphisch und rechnerisch)

Das folgende Geogebraarbeitsblatt zeigt dynamisch am Beispiel der Funktion f mit

f(x)=§-x2, wie sich die Tangentensteigung als Grenzwert von Sekantensteigungen

ergibt. Dazu verkleinert man mithilfe des Schiebereglers die Koordinatendifferenz h und
lasst den Punkt Q(1+h/f(1+h)) zum Punkt P(1/f(1)) ,,hinwandern“. Auf dem Arbeitsblatt
wird sowohl die Steigung der Tangente m; als auch die Steigung der jeweiligen Sekante
ms angezeigt. Wenn man im CAS-Fenster den Ausdruck fur die Sekantensteigung defi-
niert [ms(x,h):=(f(x+h)-f(x))/h] lassen sich mithilfe des Folgebefehls [Fol-
ge((h,ms(1,h)),h,1,0.1,-0.1] Zahlenpaare fir die Koordinatendifferenz h und die dazuge-
horige Sekantensteigung fur kleiner werdendes h rechnerisch ermitteln. Die Werte kon-
nen als Pulldown-Menue eingeblendet werden. Man sieht, dass die Werte der Sekanten-
steigungen gegen den Wert der Tangentensteigung konvergieren.

h mg(h)
4-5
(1,15) ¥
(1.1.5) 4
(0.9, 1.45)
(0.8, 1.4) 35
(0.7, 1.35)
(0.6, 1.3) =
(0.5, 1.25)
-5
(0.4, 1.2)
0.3,1.15
( ) 5
0.2, 1.1)
(0.1, 1.05) s
1
05
-25 -2 -15 -1 -05 0

Abb. 1: Die h-Methode



1.1. Anleitung zur Erstellung der Graphik zur h-Methode

Vorbemerkung: Die folgende Beschreibung kann keinen Workshop ersetzen, bei dem
man den Vorteil hat, dass das Erstellen eines Geogebraarbeitsblattes vorgemacht wird
und dass in den Selbstarbeitsphasen Rickfragen mdglich sind.

Geben Sie in die Eingabezeile den Funktionsterm f (x) =%x2 ein. Zeichnen Sie den Punkt

P(1/f(1)). Dazu schreibt man in die Eingabezeile: P=(1,f(1)). Fugen Sie einen Schie-
beregler fur h; (Geogebraeingabe h_1) ein (Intervall: Min: 0.05; Max: 1; Schrittweite:
0.05). Zeichnen Sie einen zweiten Punkt Q(1+h./f(1+h,)). Die Bezeichnung h; wird ge-
wahlt, damit spater im CAS-Fenster die Variablenbezeichnung h verwendet werden kann.
Sonst wirde der Zahlenwert aus dem Graphikfenster Ubernommen werden. Zeichnen Sie
die Tangente im Punkt P (rot, dicker Strich) und messen Sie die Steigung der Tangente.
Zeichnen Sie eine Sekante durch die Punkte P und Q und messen Sie die Steigung der
Sekante. Lassen Sie mithilfe des Schiebereglers den Punkt Q auf den Punkt P ,zuwan-
dern®.

Offnen Sie jetzt das CAS-Fenster (liber ,Ansicht ,>“CAS*). Definieren Sie einen CAS-

f(x+h)—
h

Baustein ms(x,h): ms(x,h):= f(x) (bei der Eingabe auf richtige Klammerset-

zung achten!) . Testen Sie die Funktionsweise durch Eingabe von ms(1,1): Ergebnis: 1.5.
Erzeugen Sie nun eine Liste von Zahlenpaaren fur die Koordinatendifferenzen und die
dazugehorigen Sekantensteigungen fur immer kleiner werdende Koordinatendifferenz:
Folge((h,ms(1,h)),h,1,0.1,-0.1): Ergebnis: L; = {(1, 1.5), (0.9, 1.45), (0.8, 1.4), (0.7,
1.35), (0.6, 1.3), (0.5, 1.25), (0.4, 1.2), (0.3, 1.15), (0.2, 1.1), (0.1, 1.05)} .

Sie kdnnen die Liste als Drop-Down-Menue im Graphikfenster anzeigen lassen, indem Sie
bei Liste L; (Rechtsklick) auf ,Eigenschaften* 2> ,,Grundeinstellungen* gehen und einen
Haken beim Menuepunkt: Als Drop-Down-Liste anzeigen setzen.



2. Tangenten

Nach Einfuhrung der Formel fur die Tangente lassen sich mit wenigen Befehlen &sthetisch
ansprechende Graphiken erstellen. Die folgenden Abbildungen 2 — 5 zeigen Normalpara-
bel, Wurzelfunktion (f(x) = 2% ), Kreis und Ellipse als Hullkurven ihrer Tangenten. Die
Beispiele sind nach zunehmendem Schwierigkeitsgrad ausgewahlt. Die ersten beiden Bei-
spiele sollten die Schiler relativ problemlos bewerkstelligen kénnen. Bei der Darstellung
des Einheitskreises als Hullkurve seiner Tangenten sind unterschiedliche Vorgehenswei-
sen denkbar. 1. Man leitet elementargeometrisch die Tangentengleichung

T .
t(x) = tan (E-l'aj'(X—COS((X))-FSIn(OL) her und zeichnet dann die Tangentenschar mithil-

fe des Folgebefehls. 2. Man beschreibt den oberen und unteren Halbkreis als Funktion

u
und leitet die Tangentengleichung t(X) =iﬁ-(x—u)i\/l—u2 an der Berihrstelle u
1-u

her. 3. Man verwendet die Parameterdarstellung des Einheitskreises und verwendet fol-

cos(t .
gende Darstellung fur die Tangentengleichung: t(X):_Sin((t)) -(X—COS(t))+SIn(t) . Bei

der analogen Aufgabe fiur die Ellipse empfiehlt sich die zuletzt skizzierte Vorgehensweise.
Die Parameterdarstellung von Kurven ist pradestiniert fur das Arbeiten mit einem CAS.
Auch wenn deren Behandlung im RLP nicht verlangt wird, sollte man zumindestens
exemplarisch die parametrische Beschreibung von Kreis und Ellipse unterrichten. Das
Thema ,parametrische Kurven* ist Ubrigens auch vorzuglich als Aufgabenstellung fur
schriftliche Hausarbeiten als BLL geeignet, insbesondere mit dem Bezugsfach Physik.

2.1. Parabel als Hullkurve 2.2. Wurzelfunktion als Hullkurve

Aufgabenstellung zu 2.1.: Zeichnen Sie 60 Tangenten an die Normalparabel im Intervall
[-3; 3]! Aufgabenstellung zu 2.2.: Zeichnen Sie vom Punkt P(0/a) Tangenten an den

Graphen der Funktion f mit f(X) = 2'\/;fUr die Parameterwerte a=0,1, 0,2, ..., 4,0!

Abb. 2: Parabel als Hullkurve Abb. 3: Wurzelfunktion als Hullkurve



2.3. Kreis als Hullkurve 2.4. Ellipse als Hullkurve

Aufgabenstellungen zu 2.3. und 2.4.: Zeichnen Sie 98 Tangenten an den Kreis (an die
Ellipse). Zu 2.3. Finden Sie unterschiedliche Losungsmaglichkeiten?

1]
i

Ll

1
.

08

-05 0 05 -08 -06 04 020 02 04 06 08

-05

1T

B
B
1

1
L

Abb. 4: Kreis als Hullkurve Abb. 5: Ellipse als Hullkurve

2.5. CAS-Aufgabe: Tangente an 2 Graphen

Die im Folgenden beschriebene Aufgabe ist eine reine CAS-Aufgabe, d. h. sie ware han-
disch nicht so einfach zu bewaltigen. Sie hat sich nach den Erfahrungen des Verfassers
im Unterricht als sehr trennscharf erwiesen (Ubrigens auch bei Lehrerfortbildungsveran-
staltungen!), wird aber von guten Schulern durchaus gelost.

Gegeben sind die Graphen der Funktionen f(x) :_%xz +2und h(x) = sin(x). Ermitteln

Sie die Gleichung der Tangente, die beide Graphen berihrt! Anmerkung: Die Aufgabe
hat natirlich unendlich viele Lésungen. Geogebra liefert aber die nebenstehend abgebil-
dete L6sung, wenn Sie ein geeignetes GS numerisch I6sen. Man kann zeigen, dass das
Problem auf die Loésung der Gleichung cos? v+2v-cosv—2sinv+4 =0 fuhrt, wobei v die
BerlUhrstelle am Graphen der Sinusfunktion ist. Lost man diese Gleichung numerisch,
zeigt Geogebra 19 Lésungen an.

05

-05

Abb. 6: Tangente an 2 Graphen
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3. Ableitung, Monotonie- und Krummungskriterium

Anhand des folgenden Arbeitsblattes kénnen am Beispiel der Funktion f mit
f(x):%xs+1x2 —2x wesentliche Elemente einer Kurvendiskussion abschnittsweise
visualisiert werden. Unter Verwendung von Kontrollkdstchen kénnen die Graphen der 1.
und 2. Ableitung eingeblendet werden. Das Monotoniekriterum wird veranschaulicht (z.
B. f'(xX)<0 fur alle xel= f ist auf | streng monoton fallend), indem die entsprechen-

den Graphenabschnitte von f und f * dick gestrichelt hervorgehoben werden. In analoger
Weise kann auch das Krimmungskriterium verdeutlicht werden (z. B. f"(x)<0 fur alle

Xel= f ist auf | rechtsgekrummt). Wichtig ist, dass mithilfe der Kontrollkastchen be-

stimmte Teildarstellungen wieder ,herausgenommen* werden kdnnen, weil sonst die gra-
phische Darstellung zu tberladen wird.

i

H 1, Ableitung

V]2. Ableitung

(]

[;-Streng monoton steigend

W i}
1 v Streng monoton fallend
flx) <0 fir —2<xz<1
No
5 -4 -3 2 3 4 5 6 7 8
[ Rechtskrimmung

E|Linkskrl'.'|mmung

Abb. 7: Ableitung, Monotonie- und Krimmungskriterium
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4. Verschiedene Extremwertaufgaben (Animationen)

Fast alle Extremwertaufgaben kénnen mithilfe der Geogebra 2 D- bzw. 3 D-Graphik ani-
miert werden. Im Folgenden werden zunachst 2 sehr einfache Beispiele gezeigt (Flache
unter der Parabel, Abstand Punkt/Graph). AnschlieBend wird die beruhmte ,Schach-
telaufgabe” sowohl als 2 D- als auch als 3 D-Animation dargestellt. AbschlieRend erfolgt
eine Aufgabe (Zylinder maximalen Inhalts, der einem Kegel einbeschrieben wird), bei
deren Darstellung ein Zusammenwirken von 2 D- und 3 D-Graphik erfolgt.

4.1. Rechtecksflache unter Graphen

Der Eckpunkt P(x,y) des abgebildeten achsenparallelen Rechtecks liegt auf der Parabel

f(x)=3-x* (vgl. Abb. 8). Wie muss x gewahlt werden, damit die Rechtecksflache maximal

wird?

Quelle: Bigalke/Kdhler: Mathematik, Berlin, Grundkurs ma-1, S. 125, Cornelsen-Verlag, Berlin 2010

T \'. L] |
e L%
S ! \_\.\ a1l 3\%\_‘-_ a=26
/ 2B\ P - | i 4
! \Q
| | Flache Rechteck OAPB = 1.97 FE 2 N _
/ | \ | Linge |PQ| = 2.07 LE
s I III'- 1 IJ II".
i | ((2.6/1.98)
2 1oelg  1x \2 3 4 5 [3 | .
| i 2 i 5B iy N\ 4 5 6 7 8 9
Abb. 8: Rechtecksflache unter Parabel Abb. 9: Abstand Punkt/Graph

4.2. Abstand Punkt/Graph

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) :—%(x—l)3 +3 und der Punkt P(2/0). Ermitteln Sie

den kleinsten Abstand des Punktes P zum Graphen der Funktion f! Welche Koordinaten
hat der zugehérige Punkt Q auf dem Graphen von f (vgl. Abb. 9)?

4.3. Schachtel (2 D- und 3 D-Animation)

Aus einem rechteckigen Stuck Pappe von 42 cm Lange und 30 cm Breite soll eine oben
offene Schachtel hergestellt werden. Dazu wird an jeder Ecke ein Quadrat abgeschnitten.
AnschlieBend werden die Uberstehenden Streifen hochgeklappt. Wie groR missen die
Quadrate sein, damit das Volumen der Schachtel maximal wird?

Quelle: Bigalke/Kohler: Mathematik, Berlin, Leistungskurs MA-1, S. 165, Cornelsen-Verlag, Berlin 2010

Diese Standardaufgabe kann man sowohl mit der 2 D- (Abb. 10) als auch mit 3 D- Appli-
kation (Abb. 11) animieren.
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D G H C
c=9 b
L
A E a F c B
Volumen V = 2592 cm?; Langea = 24 cm
Breiteb = 12cm; Hohec = 9cm

Abb.: 10: Extremwertaufgabe Schachtel (2 D-Animation)

Aus einem rechteckigen Stick Pappe von 42 cm Lange und 30 cm Breite soll eine oben offene Schachtel
hergestellt werden. Dazu wird an jeder Ecke ein Quadrat abgeschnitten. Anschliefend werden die tiber-

stehenden Streifen hochgeklappt. Wie groi missen die Quadrate sein, damit das Volumen der Schachtel
maximal wird?

Volumen: V = 2965.25 cm® a=264cm; b=144cm; c=78¢cm

Abb.: 11: Extremwertaufgabe Schachtel (3 D-Animation)
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4.4. In Kegel einbeschriebener Zylinder (3 D- und 2 D-Kombi)

Welche MalRe muss ein einem Kegel einbeschriebener Zylinder haben, damit sein Volu-
men maximal wird?

3 R=18
-
N H=2
‘F | |Volumen Va(r)
4 _E
=
s
V,
Max
Pt
..' I '-
& Il . rMax = 1.2 = 0.67 R
. g *
- I .
I
R
1 | .
g |
s i Zylinderradius r
4
0 1 7 3 a 5 ]

Abb. 12: Extremwertaufgabe: In Kegel einbeschriebener Zylinder

Mithilfe der Schieberegler lassen sich Radius R und Hohe H des Kegels im 3 D-Fenster
verandern. Durch Ziehen des Punktes P kann man die Hohe des einbeschriebenen Zylin-
ders variieren. Die zugehérigen Wertepaare (Zylinderradius; Zylindervolumen) werden in
das Koordinatensystem als Punkte im Spurmodus in das 2 D-Fenster uUbertragen. Der
Graph der zugehdorigen Funktion fur das Volumen des Zylinders kann tber das Kontroll-
kastchen eingeblendet werden. Der Maximalwert V. wird jeweils angezeigt, ebenso der
dazugehoérige maximale Zylinderradius ryax in der Form ry.x = ¢+ R. Unabhangig vom ge-
wahltem Kegelradius R und gewahlter —héhe H resultiert immer ry, = 0,67R. D. h. das
Ergebnis ist unabhangig von den Kegelmalien. Der Auftrag an die Schuiler lautet nun,
dies in allgemeiner Form zu zeigen.
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5. Newton-Verfahren

Einem ,,CAS-Schiler* (und eigentlich auch jedem ,NichtCAS-Schuler“) muss klar sein,
dass es Gleichungen gibt, die nur numerisch und nicht analytisch lIésbar sind. Auch wenn
der RLP die Behandlung des Newton-Verfahrens nicht mehr verbindlich vorschreibt, sollte
einsichtig sein, dass ein ,,CAS-Schiler“ zumindestens ein Verfahren zur numerischen LO-
sung von Gleichungen kennen sollte. Wegen seiner Einfachheit und schnellen Konvergenz
bietet sich das Newton-Verfahren hier an. Unter Verwendung des unten abgebildeten

f(xy)
interaktiven Arbeitsblattes kann man leicht die Rekursionsformel Xy, =Xy ——; N~ her-
Fi(xy)
leiten.
L7 /
//
9 / +|1. Schritt
Newton V2. Schritt

Abb. 13: Newton-Verfahren

Berechnungen mithilfe des Newton-Verfahrens sind ein Musterbeispiel fur den sinnvollen
Einsatz von CAS-Systemen. Wer jemals mit Schulern numerische Losungen mithilfe einer
Tabelle und Taschenrechner(speicher)einsatz ermittelt hat, weil3 wie langwierig und feh-
leranfallig dies ist. Die Vorgehensweise mithilfe von Geogebra sei am Beispiel erlautert:

Beispiel: Gesucht ist die Nullstelle der Funktion f mit

3 ¥ Tabelle
f(X) =X"+3X-6 . Durch Testeinsetzungen ermittelt f.:r F K ‘ SIEIE ‘ Ow
man, dass die gesuchte Nulistelle im Intervall [1; 2] DS -

liegt. Man definiert dann f(x) und die Ableitung f ‘(x) =
im CAS-Fenster von Geogebra. Dann 6ffnet man die A ‘ B
Tabellenkalkulation und gibt bei A1 den Startwert 2 ein.
Dann gibt man in die Zelle B1 ein: _ ,, f(A1) .

f'(AD)
Den errechneten Wert gibt man in die Zelle A2 ein: =B1.
Dann zieht man die Zelle B1 am rechten Kéastchen her-
unter. Jetzt kann man beide Zellen markieren, die
»Strg“-Taste driicken und solange ,,herunterziehen* bis
der gesuchte Wert mit der gewiinschten Genauigkeit
konstant bleibt (s. Abb. rechts).

| AW N =
—
w
o
N
[\
—
N
o
[9e]

Abb.14: Tabellenkalkulation beim Newton-Verfahren
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Es gibt noch eine zweite bestechende Méglichkeit, das Newton-Verfahren mithilfe von
Geogebra schrittweise zu visualisieren. Dabei werden in der Tabelle Beruhrpunkte und
Tangenten ermittelt, die dann graphisch dargestellt werden. Durch ,Herunterziehen* las-
sen sich dann die einzelnen Naherungsschritte graphisch darstellen.

» Grafik X |~ Tabelle
Z Al F KIEEE=2~ B~
C3 7 v =Tangente(B3, f)
A B | c \
b 1 (5, 0) (5,5.25) y=25x-7.25
2 (29,0)  (2.9,1.1) y=1.45x-3.1
3 | (214,0) (2.14,0.14) y=1.07x-2.14
4
5
6
7
8
9
10
-5 -4 -3 -2 11
12

Abb. 15: Animation des Newtonverfahrens mithilfe der Tabelle
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6. Einfuhrung in die Integralrechnung (Streifenmethode)

Das folgende Geogebraarbeitsblatt veranschaulicht, wie man die Flache unter der Nor-
malparabel im Intervall [0, 1] durch eine innere und eine aulere Treppenflache ein-
schachteln kann. Durch Betéatigen des Schiebereglers fir die Streifenzahl n kann man
zeigen, dass die Einschachtelung mit steigender Anzahl der Streifen immer genauer wird.
Die einzelnen Flachen kdnnen durch Betédtigen der entsprechenden Kontrollkastchen far-
big hervorgehoben werden; ebenso die Differenz zwischen &ufRerer und innerer Treppen-
flache. Zusatzlich werden die zugehérigen Flacheninhalte (Untersumme U,,, Obersumme
0O,) sowie deren Differenz O, — U, auf dem Arbeitsblatt angezeigt. Mit den Schilern kann
man exemplarisch die Terme fur O4, U; und O4 — U, aufstellen und deren Werte handisch
berechnen. Durch Betatigen des Schiebereglers kann man die Streifenzahl bis n = 256

1

jeweils verdoppeln. Man kann dann anhand der Zahlen vermuten, dass gilt: lim On =§ ,

n—oo
limU, =3 lim(O,-U,)=0 . Damit wird die allgemeine Herleitung fur die exakte Er-
n—o0 n—o0

mittlung des Flacheninhalts durch Grenzwertbildung in wesentlichen Aspekten vorberei-
tet.

1.8 -+
V|Obersumme
n=4
16 ® i —
/|Untersumme
1.4
|Obersumme - Untersumme
1.2
1 —————————yf
Obersumme O, = 0.469
08 4
06 Untersumme U, = 0.219
0.4 0,-U,=025
0.2
25 0 0.25 05 0.75 1 1.25 15 1.75 2 2.25 25 2.75

Abb. 16: Flacheninhalt unter der Normalparabel

7. Kegelvolumen durch Intervallschachtelung

Als weiteres Ubungsbeispiel zur Intervallschachtelung bietet sich die Ermittlung des Ke-
gelvolumens mithilfe eines inneren und eines aulleren Treppenkoérpers aus Zylinderschei-
ben an. Auch dies kann mithilfe eines Geogebraarbeitsblattes sehr schén visualisiert wer-
den und demonstriert eindrucksvoll die Qualitat der 3 D-Applikation und das perfekte
Zusammenspiel zwischen dem Algebra- und dem Zeichenfenster.
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_‘
n
w

=
n
w

Anzahl Unterteilungen

n=3
*

i-i. Treppenkdrper
|:|I. Treppenkodrper

2
m.r - h

Kegelvolumen V = =28.27
A. Treppenkérper Vip = Z Vi =43.98

1. Treppenkiorper V= Z Vi =15.T1

Abb. 17: Ermittlung des Kegelvolumens durch Intervallschachtelung

In analoger Weise lasst sich auch die Approximation des Volumens einer quadratischen
Pyramide durch einen &uf3eren und einen inneren Treppenkdrper aus quadratischen Pris-
men veranschaulichen. Das entsprechende Geogebraarbeitsblatt ist incl. Beschreibung zu
seiner Erstellung auf dem Bildungsserver zuganglich.
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8. Rotationskorper

Zur Visualisierung von Rotationskérpern um die x-Achse werden 2 verschiedene Darstel-
lungen am Beispiel der Funktion f(x) = %-xz +% vorgestellt. Die in Abb. 18 gezeigte Gra-
phik dient nur zur Veranschaulichung und wird mit dem Befehl Oberflache(f,360) erzeugt,
nachdem man die Funktion f mit dem Befehl Funktion(%-x2+%,0,5) im Intervall [O; 5]
definiert hat. Die Abbildung 19 zeigt denselben Rotationskdrper, indem man durch drei-

dimensional-parametrisches Zeichnen Kreise in kleinem Abstand zueinander mit dem
jeweiligen Funktionswert als Radius parallel zur y,z-Ebene erzeugt.

Abb. 18: Rotationskérper (Oberflache) Abb. 19: Rotationskdrper parametrisch

8.1. Birnenvolumen

Bei der folgenden Aufgabe soll eine Birne modellhaft als Rotationskorper dargestellt wer-
den: Gegeben sei die Funktion f mit f(X) —4.x e

In der Abb. rechts wird der oberhalb der
x-Achse liegende Teil eines Birnenprofils
durch die Graphen der Funktionen f und 2
g beschrieben, die im Punkt P(4/f(4)) P(4/1(4))
glatt ineinander Ubergehen. Die Funktion g 1
ist von der Bauart g(x)=+a-x+b . Bestim-

men Sie a und b und stellen Sie die Birne als voo oz 48
Rotationskorper modellhaft dar!

=h

Abb. 20: Birnenprofil

Quelle: Bigalke/Kohler: Mathematik, Berlin, Leistungskurs MA-2, S. 182, Cornelsen-Verlag, Berlin 2011 Die
Aufgabe wurde modifiziert.

Die folgende Graphik zeigt die Darstellung des Rotationskérpers im 3 D-Fenster. Die Be-
arbeitung der Aufgabe mithilfe des Geogebra-CAS wird anschlieRend angegeben.



Abb. 21: Birne als Rotationskodrper
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Zeile | Eingabe in das Geogebra-CAS-Fenster | Ruckmeldung
f(x):=4*sqrt(x)*e~(-1/2x) L
! > f(x)= 4/xe 2
2 9():=sqrt(a*x+Db) > g(x)=+ax+b
Ableitung(f(x)) L —%x
3 > —2xe 2" 28
Jx
N 1
1 e 2 2"
4 f'(x)=—2vxe 2 +2 X > f'(x) ::&(—2x+2)—
Ableitung(g(x),x) 1 a
5 > o
2 Jax+b
. 1 a , 1 a
6 X)=—" > X)=—=
9072 Torn 903 Jaxen
Lose({f(4)=g(4).f'(4)=g'(4).{a,b})
48 256
7 > a=- 2 2
=)
48 256
Vereinfache({{a =— 482 b= 2562 > {{a Tt b= e’ }}
° () ()
)
w(Xx):=sqrt(-48/e™4*x+256/e™4) X 16
9 > w(x)= 4,/—3—4+—4
€ €
Lose(w(x)=0,x) 16
: =
3
h(x):=Wenn(0<=x<=4,f(x),Wenn(4< 1,
x<=16/3,W(X)) 0<x<4,4/xe 2 ,Wenn
11

h(x) := Wenn
£4< X SE,4‘/—314+$}
3 e” e

Gibt man den Befehl ,,Oberflache(h,360)“ in die Eingabezeile ein, so wird der Rotations-
korper gezeichnet.
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9. Der Freifallturm — eine realitatsnahe Aufgabe

Die Idee zu der folgenden realitatsnahen Aufgabe stammt von Prof. Blum und wurde von
ihm anlasslich einer Regionalkonferenz von T3 2014 vorgestellt. Sie ist vom Verfasser fir
den Unterrichtseinsatz mit Geogebra modifiziert worden. Die Aufgabe zeigt sehr schon,
dass man mithilfe des CAS auch interessante und komplexere Aufgaben behandeln und
die Losungen in graphisch ansprechender Form présentieren kann. Vor allen Dingen die
kombinierte Animation des Fallvorgangs im 2 D- und 3 D-Fenster zeigt auf beeindrucken-
de Weise die Leistungsfahigkeit von Geogebra.

Freifallturm

Freifalltirme sind Attraktionen in einigen Freizeitparks. Der Freifallturm ,The High Fall“
im Movie Park Germany hat eine Gesamthéhe von 61 m. Die Passagiere erreichen im
freien Fall Geschwindigkeiten von 90 km/h. An der AufRenseite des Turms wird eine Gon-
del mit Passagieren durch einen Aufzug hochgezogen. Das dauert 45 Sekunden und die
Geschwindigkeit betragt gemiutliche 1,3 m/s. Oben bleibt die Gondel noch 10 Sekunden
stehen, damit die Passagiere die Aussicht geniellen kdnnen. Danach wird die Gondel aus-
geklinkt und féllt — von Schienen gefuhrt — 2,5 Sekunden lang frei nach unten, bevor sie
wieder durch ein magnetisches Bremssystem gestoppt wird.

Diagramm 1 stellt den Geschwindigkeitsverlauf wahrend einer Fahrt dar. In Diagramm 2
wurde daraus der Abschnitt mit dem freien Fall herausgezoomt.

Diagramm 1: Geschwindigkeits- Diagramm 2: Geschwindigkeits-Zeit-
Zeit-Diagramm Diagramm (Fallvorgang)

Zeittins Zeittins

w
i
2
£

Geschwindighkeif vinm/s
Geschwindigkeit vinm/s

25 (57.5 8/ —25m/s)

a) Erklaren Sie anhand der Diagramme, welcher Teil der Graphen jeweils welchen Teil
der Fahrt auf dem Freifallturm beschreibt. Woran erkennen Sie eine Aufwarts- bzw. eine
Abwaértsbewegung?

b) Berechnen Sie, auf welche Hohe die Gondel durch den Aufzug gezogen wird. Erlautern
Sie, wie Sie lhre Rechnung und das Ergebnis in Diagramm 1 auch geometrisch veran-
schaulichen kdénnen.

¢) Nutzen Sie jetzt das Diagramm 2, um zu bestimmen, wie lang die Strecke ist, welche
die Passagiere frei fallen. Wahrend des Fallens ist der Geschwindigkeitsverlauf linear.

Schatzen Sie anschlieBend den Bremsweg bis zum Stillstand der Gondel ab. Erklaren Sie
Ihr Vorgehen. Finden Sie unterschiedliche Losungswege?
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d) Die Geschwindigkeit in der Bremsphase B kann fur Diagramm 2 durch eine quadrati-
sche Funktion vg modelliert werden. Der Graph von vg hat an der Stelle t = 57,5 s den
Scheitelpunkt. Nach 59 s kommt die Gondel zum Stehen. Sie befindet sich dann noch
2,25 m Uber dem Startplateau.

1. Ermitteln Sie aus diesen Angaben mithilfe des GeogebraCAS die Funktionsgleichung

von vg! Zur Kontrolle: v(t) :%.(t_szs)z —25 . Nutzen Sie dies, um den gesamten

Bewegungsvorgang darzustellen und die H6he der Gondel h zu beliebigen Zeitpunkten
angeben zu kdnnen.

2. Stellen Sie die Geschwindigkeits-Zeit Funktion mithilfe von Geogebra zeichnerisch dar!
3. Stellen Sie den Graphen von h mithilfe von Geogebra dar!

4. Animieren Sie den Fallvorgang mithilfe von Geogebra im 2 D- und im 3 D-
Graphikfenster (Schieberegler einfuhren! Eine mdgliche Losung zeigt die Abb. 2)!

Lésungshinweise:

Abschnittweise definierte Funktionen stellt man in Geogebra mithilfe der Befehle Wenn[
<Bedingung>, <Dann Objekt> ] bzw. Wenn[ <Bedingung>, <Dann Objekt>, <Sonst

x+1 fur 0<x<2 _
Objekt> ] dar. Beispiel: Die Funktion f(X)= ) wiirde man im CAS-
3fir2<x<4

Fenster von Geogebra folgendermaflen darstellen: f(x):=Wenn[O<=x<2, x+1, Wenn[
2<=x<=4,3]. Naturlich kann man den Befehl weiter verschachteln. Es empfiehlt sich
aber z. B. bei der Definition fir die Hohenfunktion h eine Unterscheidung in den Auf-
warts- und Verweilvorgang h; und den Abwaérts- und Bremsvorgang h, und h; vorzuneh-
men und h als Summe von h;, h, und hz darzustellen, weil sonst die Handhabung zu
»sperrig“ wird.

Abb. 1: H6hen/Zeit-Diagramm
55
45
35

25

20

15

Hohe inm

10

\ Zeittin s
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

-5
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Abb. 2: Animation des Fallvorgangs

~ Grafik

ACT
60
55 -
50
45
40
385 u
30 AN
25 \

20 .

Hohe hinm

10 Start : .

X| » 3D Grafik

5 54 54.5 55 555 56 56.5 57 575 58 58.5
Zeittins

Zur Animation des Fallvorgangs wird Ubrigens ein Geogebraskript eingesetzt. Beim
startet die Animation die Darstellung des

Klicken auf die Schaltflache ,Start”
Fallvorgangs.

59 59.5 60

60
55
50
45
40
35
30
25
20
15
10
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10. Die wichtigsten CAS-Befehle fur die Analysis

Wenn lhr Hauptinteresse zunachst auf der Erstellung von Arbeitsblattern zur Visualisie-
rung und Animation liegt, kdnnen Sie dieses und das nachste Kapitel Uberspringen. Alle
Befehle werden Ubrigens im Geogebra-Handbuch vorziglich erklart. Sie missen nur ,Hil-
fe* und danach ,Handbuch* anklicken und kénnen dann mit einem Stichwort die Be-
schreibung des gewiinschten Befehls aufrufen.

a) Folge-Befehl:

Einer der wichtigsten Befehle, um Mehrfachanwendungen zu initiieren. Der Folgebefehl
kann sowohl im CAS- als auch im Algebrafenster angewandt werden.

Folge( <Ausdruck>, <Variable>, <Startwert a>, <Endwert b>, <Schrittweite>)

Erzeugt eine Folge von Objekten basierend auf dem gegebenen Ausdruck, wobei die Va-
riable von Startwert a bis Endwert b mit gegebener Schrittweite lauft. Wenn man keine
Schrittweite angibt, wird automatisch Schrittweite = 1 gesetzt.

Beispiele: Folge(n?, n, 1, 5) erzeugt eine Liste von Quadratzahlen: {1,4,9,16,25} )

Folge(x+n, n, -3, 3, 0.5) erzeugt eine Liste von Funktionstermen {X—3,X—2.5,...,X+3} i

Die Geradenschar wird gleichzeitig im 2 D-Fenster graphisch dargestellt.

b) Lose-Befehl:
Einer der wichtigsten CAS-Befehle, den es in verschiedenen Varianten gibt:
1. Lose( <Gleichung in x=>)

Lost die angegebene Gleichung fur die Variable x und erzeugt eine Liste mit allen L6sun-
gen.

Beispiel: Lose[x™2-5x+4=0] berechnet {x = 1, x = 4}.
2. Lose( <Gleichung>, <Variable>)

Lost die angegebene Gleichung fur die angegebene, unbekannte Variable und erzeugt

eine Liste mit allen Losungen.
—p+4/p®-16 _  —p—+/p*-16

Beispiel: Lose(x™2+p*x+4=0, X) berechnet {X :f’ X _f };

Wichtig: Es muss ein *-Zeichen zwischen p und x gesetzt werden, sonst interpretiert Ge-
ogebra dies als eine Variable mit der Bezeichnung ,,px“!

3. Lose( <Liste von Gleichungen>, <Liste von Variablen>)

Lost das gegebene Gleichungssystem fir die angegebenen Variablen und erzeugt eine
Liste mit allen Losungen.
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Beispiel:
Lose({2a™2 +5a + 3 =b, a + b = 3}, {a, b}) liefert {{a =0,b =3}, {a=-3,b=6}}.
4. NLOse( <Gleichung in x>)

Lost die angegebene Gleichung numerisch (1) fir die Variable x und erzeugt eine Liste
mit allen Losungen.

Beispiel: NL6se(e”™x+x-4=0) berechnet {x =1.07}.

c) Befehle fur Termumformungen

1. Faktorisiere (<Funktion>)

Faktorisiert den Funktionsterm.

Beispiel: Faktorisiere[x™2 + x - 6] liefert (x + 3) (x - 2).

2. Vereinfache(<Funktion>=)

Vereinfacht Funktionsterme.

Beispiel: Vereinfache(3 -x + 4 -x + a -Xx) liefert x-a + 7x.
3. Multipliziere(<Ausdruck=>) Multipliziert den Ausdruck.

Beispiel: Multipliziere[(2x - 1)2 + 2x + 3] erzeugt den Ausdruck 4x2 - 2x + 4

d) Befehle zur Differentialrechnung
1. Ableitung(<Funktion>) Liefert die Ableitung der Funktion.
Beispiel: Ableitung(x"™"3 + x™2 + x) liefert 3x2 + 2x + 1.

2. Ableitung(<Funktion>, <Variable>)
Liefert die partielle Ableitung der Funktion nach der gegebenen Variablen.

Beispiel: Ableitung(x"3 y™2 + y™2 + x vy, y) liefert 2x3y + x + 2y.

3. Integral(<Funktion>=, <Variable>=)

Berechnet die partielle Integration der Funktion nach der angegebenen Variable.
o 1, 3,

Beispiel: Integral(x3+3x y, X) berechnet ZX +EX y+¢C

4. Integral(<Funktion>, <Startwert>, <Endwert>)
Berechnet das bestimmte Integral der Funktion nach der Hauptvariable im Intervall

[Startwert , Endwert].



25

Beispiel: Integral(-1/2x™2+2,-2,2) berechnet % .

Anmerkung: Dieser Befehl schattiert auch die Flache zwischen dem Funktionsgraphen
und der x-Achse, wenn man ihn in die Eingabezeile eingibt (und nicht im CAS-Fenster!).
Der Zahlenwert wird dann als Dezimalzahl im Algebrafenster angegeben (im Beispiel
5,33).

5. IntegralZwischen(<Funktion>, <Funktion>, <Startwert>, <Endwert>)

Gibt das bestimmte Integral der Differenz f (x) - g (x) zweier Funktionen f und g im In-

tervall [a, b] an, wobei a der Startwert und b der Endwert ist.

J3
Beispiel: Integral(-1/2x"~2+2,x"2,-2/sqrt(3) , 2/sqrt(3)) berechnet 16-7 :

Anmerkung: Dieser Befehl schattiert auch den Bereich zwischen dem Funktionsgraphen
von f und g, wenn man ihn in die Eingabezeile eingibt (und nicht im CAS-Fenster!).

6. Grenzwert(<Funktion>, <Zahl>=)

Berechnet den Grenzwert der Funktion beim gegebenen Wert. (Dieser kann auch unend-
lich sein.)

Beispiel: Grenzwert((x"2 + x) / x~2, +) berechnet 1.

Anmerkung: Nicht alle Grenzwerte kénnen von GeoGebra berechnet werden. In diesen
Fallen wird "undefiniert" zuriickgegeben (auch falls das korrekte Resultat "undefiniert”
lautet).

7. LinksseitigerGrenzwert(<Ausdruck>, <Wert>)

Berechnet den linksseitigen Grenzwert der Funktion beim gegebenen Wert.
Beispiel: LinksseitigerGrenzwert(1 / x, 0) berechnet -co.

8. RechtsseitigerGrenzwert(<Ausdruck>, <Wert>)

Berechnet den rechtsseitigen Grenzwert der Funktion beim gegebenen Wert.
Beispiel: RechtsseitigerGrenzwert(l / x, 0) berechnet oo.

9. Partialbruch(<Funktion>)
Fuhrt, wenn mdglich, eine Polynomdivision bei der angegebenen Funktion durch.
Beispiel: Partialbruch((x™2-x+1)/(x-1)) liefert den Ausdruck x+1/(x-1)

10. Oberflache( <Funktion>, <Winkel=)

Stellt den Rotationskdrper des Graphen von f um die x-Achse im 3 D-Fenster dar.


http://en.wikipedia.org/wiki/de:Grenzwert_%28Funktion%29
http://en.wikipedia.org/wiki/de:Grenzwert_%28Funktion%29#Einseitige_Grenzwerte
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Beispiel: Geg.: Die auf [0; 5] abschnittsweise definierte Funktion f(x) = %xz +1 (Be-
fehl: Funktion(1/10x~2+1/2,0,5)). Der Befehl Oberflache (f, 360) erzeugt den dazuge-
horigen Rotationskdrper einer ,Flustertute*.

11. Kurve( <Ausdruck>, <Ausdruck>, <Parameter>, <Startwert>, <Endwert=> )

Erzeugt die kartesische Parameterkurve fur den gegebenen x-Ausdruck (erster <Aus-
druck>) und den y-Ausdruck (zweiter <Ausdruck>) mit dem gegebenen Parameter im
Intervall [Startwert, Endwert].

Beispiel: Kurve(2*cos(t),2*sin(t),t,0,2 ) erzeugt einen Kreis mit Radius 2 um den Koor-
dinatenursprung.

12. Kurve( <Ausdruck>, <Ausdruck>, <Ausdruck>, <Parameter>, <Startwert>,
<Endwert>)

Erzeugt die dreidimensionale kartesische Parameterkurve fur den gegebenen x-Ausdruck
(erster <Ausdruck>), y-Ausdruck (zweiter <Ausdruck>) und z-Ausdruck (dritter <Aus-
druck>) mit dem gegebenen Parameter im Intervall [Startwert, Endwert].

Beispiel: Kurve(cos(t),sin(t),t,t,0,10xt) erzeugt eine 3D-Spirale.

11. L6sen der Zabiaufgabe 1.1. 2010 mit dem Geogebra-CAS

Die folgende Aufgabe aus dem Berlin/Brandenburger CAS-Zentralabitur 2010 eignet sich
gut, um zu zeigen, wie man mit dem Geogebra-CAS arbeiten kann. Auf die Darstellung
der Loésung der Teilaufgabe e) wird hier verzichtet, weil es sich um eine reine Anwen-
dungsaufgabe handelt.

Gegeben ist die Funktionenschar £, mit f,(x)=(x+a)-e*™", x<lR;a=IR, a=0.
Der Graph der Funktion f, sei G, .
In der Anlage sind einige Graphen G, dargestelit.

a) Emmitteln Sie die Nullstelle von £, | die Koordinaten und Art des Extrempunktes sowie die
Koordinaten des Wendepunktes von G, in Abhangigkeit vom Parameter a.
Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente.
[Kontrollergebnis: t_(x)=(-x-a+4)-e**?]

b) Alle Extrempunkte der Graphen G, liegen auf dem Graphen einer Funktion h.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung for # und zeichnen Sie den Graphen von b in
das vorhandene Koordinatensystem.

c) Weisen Sie nach, dass fir alle Funktionen f, die Gleichung f,(x)+f."(x) = &®

~ gilt.
Bestimmen Sie allgemein eine Summenformel far 7, (x) + fa[":' (x) far ungerade n.
(m}

Hinweis: £’

d) Berechnen Sie den Inhalt der zwischen G, und der x-Achse liegenden Flache tber dem
Intervall [— a.2- a] sowie den Inhalt der Flache, die vollstandig eingeschlossen wird
durch die Wendetangente, die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x=2-a.

Weisen Sie nach, dass fiir alle Funktionen der Schar das Verhaltnis der beiden
berechneten Flacheninhalte konstant ist.

ist die nte Ableitung von f,.


https://wiki.geogebra.org/de/Kurven#kartesische_Parameterkurve

Lésung mit der CAS-Applikation

Zeile | Eingabe in das Geogebra-CAS-Fenster | Ruckmeldung
1 Teilaufgabe a)
2 f(x,a) :=(x+a)*e™N(a-x) > f(x,a) = (a+ x)e“
3 Lose(f(x,a)=0,x) 2> {x=-a}
4 Nullstelle: N(-a/0)
5 Ableitung(f(x,a),x) > —(a+x)e ™ +e*™
6 f(x,a):=-(a+x)e™(a-x)+e™(a-x) > f'(X a) = (—a—x)e” +e*
7 Ableitung(f (x,a),x) > —(-a-x)e" ™ -2e""
8 f’(x,a):=-(-a-x)eN(a-x)-2e"™(a-x) > f"(X a) ( a— X) —2e*
9 Ableitung(f“(x,a),x) > —(a+x)e" +3*
10 | P7(xa):=-(a+x)e(@a-x)+3en(a-x) > fU(xa)=—(a+x)e™ +3™
11 Lose(f'(x,2)=0,x) 2 {x=-a+l1}
12 f’(-a+1,a) > !
13 f(-a+1,a) > ot
14 Hochpunkt H(-a+1;e™(2a-1))
15 Lose(f’(x,a)=0,Xx) 2> {x=-a+2}
16 7 (-a+2,a) > ¢’
17 f(-a+2,a) > 2e*?
18 Wendepunkt W(-a+2;2e™(2a-2))
t(x):=f'(-a+2,a)*(x-(-a+2))+f(- 2a 2 23-2
19 ar2.2) > t(X)=-(a+x-2)e""+2e
20 Teilaufgabe b)
21 | hpo:=e~(2(1-x)-1) > h(x)=e>*"
22 Teilaufgabe ¢)
23 f(x,a)+f'(x,a) > e
24 f(x,a)+f*(x,a) > 3
25 Ableitung(f*‘(x,a),x,2) 2> —ae” " —xe** +5e"”
7 (x,a):=-a*e™N(a-x)-x*e™N(a- m\ . andX X a-x
26 X)+ e (anx) > f™(x)=—ae"" —xe"" +5e
27 f(x,a)+f"""(x,a) 2> 5e*”
28 f(x,a)+f™(n)(x,a)=n*e™(a-x)
29 Teilaufgabe d)
30 Integral(f(x,a),-a,2-a) > e? _3e*?
31 Ldse(t(x)=0,x) 2> {x=-a+4}
32 Integral(t(x),2-a,4-a) > 2e%72
1 eZa _3e2a—2
33 (en(2a)-3e™(2a-2))/(2e™(2a-2)) > ET
€
1 e -3 1, 3
34 Vereinfache(E'e&T) > Eez_g
35 Ergebnis ist unabhéngig von a
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Im CAS-Fenster kénnen einzelne Zeilen als Textzeilen deklariert werden. Dies sollte man
nutzen, um die Aufgabe zu strukturieren (Teilaufgabe a), ...) und Ergebnisse stichwortar-
tig zu kommentieren. Zunachst wird in Zeile 2 die Funktionenschar definiert. Mithilfe des
Befehls ,,Ableitung( <Ausdruck>, <Variable> )* werden die 3 Ableitungen gebildet und
jeweils definiert. Einen Term Ubertragt man Ubrigens ganz einfach in ein tieferes CAS-
Fenster, indem man den Term mit der linken Maustaste anklickt. Mit dem Befehl ,L&se(
<Gleichung>, <Variable> )“ kdnnen dann Nullstelle, Hoch- und Wendepunkt ermittelt
werden. Dazu erstellt man sinnvollerweise im Graphikfenster eine Abbildung der Graphen
zu den Parameterwerten 0, 0,5, 1 und 1,5 (Abb. 22). In Zeile 19 wird dann die Wende-
tangente definiert.

Zur Ermittlung der Ortskurve muss lediglich der Ausdruck fur die x-Koordinate der Hoch-
punkte nach a umgestellt und in den Ausdruck fur die y-Koordinate eingesetzt werden.

Zur Losung von Teilaufgabe c¢) werden die Summen des Funktionsterms mit dem jeweili-
gen Term der 1., 3. bzw. 5. Ableitung gebildet. Induktiv kann dann der Zusammenhang

f,(x)+ fa(n)(X) =n-e"™ erschlossen werden.

Zur Bearbeitung von Teilaufgabe d) ist es sinnvoll, sich die Aufgabenstellung anschaulich
klar zu machen (z. B. fir den Parameterwert a = 1). Dazu kann man die Moéglichkeit nut-
zen, ein zweites 2 D-Graphikfenster zu 6ffnen (Abb. 23). Die Integrale werden dann mit-
hilfe des Befehls ,Integral( <Funktion>, <Startwert>, <Endwert> )“ berechnet und es
wird der Quotient der beiden Flachenterme gebildet. Hier zeigt sich eine Eigenart des
Geogebra-CAS. Bei Exponentialtermen werden die Ausdriicke oftmals nicht automatisch
soweit wie mdglich vereinfacht. Erst durch Verwendung des Befehls ,Vereinfache( <Funk-
tion> )“ resultiert das gewilnschte Ergebnis, das zeigt, dass das Flachenverhéaltnis nicht
vom Parameterwert a abhangt.

4391 c=2

Abb. 22: Graphen f,(x) (a =0, 0,5, 1, 1,5) Abb. 23: Flachen fura =1
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111. Stochastik

12. Simulation zum empirischen Gesetz der gro3en Zahlen (doppelter Wurfel-
wurf)

Im Folgenden wird das Wurfeln einer zweistelligen Augensumme mit 2 Wurfeln simuliert
und die relative Haufigkeit in Abhangigkeit von der Versuchszahl n graphisch dargestellt.
Von zentraler Bedeutung ist dazu der Befehl Zufallszahl( <Minimalwert> , <Maximal-
wert> ). Er erzeugt eine Zufallszahl aus dem Intervall [Minimalwert; Maximalwert].

03
R R 1000 Mal Werfen von 2 Wurfeln (Augensumme zweistellig)
,.-
=
g 02 \\\\3“.
ap
T |
@
.2
4=
w01
Ko
o
0.05
0 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 7S50 800 850 900 950 1000
Anzahl Doppelwrfe

Abb. 24: Simulation zum empirischen Gesetz der groR3en Zahlen (doppelter Wirfelwurf)

Durch Betéatigung der Tastenkombination ,Str* ,R“ kann man eine neue Simulation
durchfihren. Man erkennt dabei sehr schon, dass die relative Haufigkeit am Anfang der
Versuchsreihe stark schwankt und sich dann mit zunehmender Versuchszahl um den the-

oretischen Wert % (rote Linie) stabilisiert.

Weitere interessante Aufgabenstellungen fur Simulationen sind das berihmte ,Ziegen-
problem* sowie das ,Problem der gerechten Teilung“. Das Ziegenproblem gilt als ,,Kdnigin
der Denk-Illusionen®. Sogar Mathematikprofessoren lagen hier falsch. Das ,Problem der
gerechten Teilung” ist auch aus historischer Sicht interessant. Die Lésung des Problems —
dokumentiert durch einen Briefwechsel zwischen Pierre de Fermat und Blaise Pascal - gilt
als ,,Geburtsstunde” der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Beide Simulationen incl. Anleitung
sind auf dem Bildungsserver zugéanglich.
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13. Anwendung der Formel von Bernoulli am Beispiel einer Zabiteilaufgabe

Die folgende Teilaufgabe stammt aus dem Berlin/Brandenburger Zentralabitur 2013
(Aufgabe 3.1).

Beim Open-Air-Musikfest im Waldstadion" kauften 60 % der Besucher ihre Eintrittskarten
online, 25 % bezogen ihre Karten im Vorverkauf, der Rest der Karten wurde an der
Abendkasse verkauft.

Ein Reporter interviewt im Stadion zufallig ausgewahlte Besucher und stellt dabei auch
Fragen nach der Herkunft der gekauften Karten.

a) Bestimmen Sie die jeweilige Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

B: Die Halfte von 10 Interviewten haben ihre Karten online gekauft.
C: Mindestens sieben von 10 Interviewten haben ihre Karte online gekauft.

b} Der Reporter méchte nun mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % wenigstens
zwei Besucher finden, die ihre Karte an der Abendkasse gekauft haben.
Ermitteln Sie, wie viele Besucher er dazu mindestens interviewen muss.

Dass man im 21. Jahrhundert noch Werte fiir Wahrscheinlichkeiten zur Binomialvertei-
lung anhand von Tabellen ermittelt, kann man nur als anachronistisch bezeichnen. Die

n
Formel von Bernoulli P(X =k)=B(n;p;Kk) = (k
tiert. Der Befehl lautet: Binomial( <Anzahl der Versuche>, <Erfolgswahrscheinlichkeit>,
<Anzahl der Erfolge>, <Wahrheitswert Verteilungsfunktion> ). Dabei berechnet man mit
der Einsetzung ,false* Punktwahrscheinlichkeiten P(X=k) und mit der Einsetzung ,true*
kumulierte Wahrscheinlichkeiten P(X<k).

j-pk -(L-p)™™ ist in Geogebra implemen-

Die Unteraufgaben der Teilaufgabe a) wirde man also folgendermafRen I6sen:
P(B) = Binomial(10,0.6,5, false) ~ 0,2007
B(C) = 1-Binomial(10,0.6,6,true) ~ 0,3823

Die Teilaufgabe b) wird sinnvollerweise mithilfe des Gegenereignisses und durch experi-
mentelles Arbeiten geldst. Es werden 3 unterschiedliche Darstellungen zur L6ésung vorge-
stellt.

1. Man schétzt zunachst mithilfe der Formel fur den Erwartungswert ab, wo man gréf3en-
ordnungsmafig suchen muss. Dann berechnet man mithilfe des Folgebefehls die Wahr-
scheinlichkeiten fur n von 20 bis 30: Folge(1-Binomial(n,0.15,1,true),n,20,30). Geogebra
liefert eine Liste {0,8244, 0,845, 0,8633, 0,8796, 0,8941, 0,9069, 0,9183, ..}. Durch
Abz&hlen erkennt man, dass ab n = 25 die Wahrscheinlichkeit groRer als 90 % ist.
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2. Ubersichtlicher gestaltet sich die Losung

der Aufgabe, wenn man die Werte fir n * Tabelle 1-Binomial(A1,0.15,1 true)
und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten T

in einer Tabelle darstellt. Die Berechnungs- [ra— ;*—j z; gzz

vorschrift braucht nur einmal eingegeben 4 23 oss

werden. Danach kann man die markierte 2

Zelle an dem kleinen Quadrat ,,herunter- : ' 2 g:;z

ziehen* und der Wert flir n wird automatisch o 280937

eingelesen. i3l sojoss:

Abb. 25: Tabellarische Darstellung

3. Die Aufgabe lasst sich aber auch mithilfe einer graphischen Darstellung l6sen. Man
fuhrt einen Schieberegler fur n ein und zeichnet die zugehérige Binomialverteilung mit
dem Befehl Binomial(n,0.15). Dann berechnet man die Punktwahrscheinlichkeiten fur k =
0 und 1 und zeichnet diesen Teil der Binomialverteilung mit dem Befehl Balkendiagramm
in einer anderen Farbe. Im Algebrafenster wird dazu der dazugehdorige Wert F(n;0.15,1)
angezeigt. Man berechnet 1 - F(n;0.15,1) und verschiebt den Schieberegler solange, bis
P(X = 2) > 90 % ist (vgl. Abb. 25).

ULy

n
N
(5)]

0.24 |

@3

0.22
02|
0.18 |
0.16 | —

014 o P(X=2)=0.91
012

0.1 |

0.08 |

Wahrscheinlichkeit

0.06 |

0.04 |

2 =1 Q 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10 1 12 13 14 1

-0021  Anzahl Besucher mit an der Abendkasse gekauften Karten

Abb. 26: Histogramm zur Zabiaufgabe 3.1. b) von 2013
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14. Alternative LOosungsstrategien am Beispiel einer Zabiteilaufgabe

Die Bearbeitung des folgenden Aufgabenteils aus dem Zentralabitur zeigt, dass man beim
Einsatz von Geogebra alternative und anschaulichere Lésungsstrategien einsetzen kann.

Aus dem Berlin/Brandenburger Zentralabitur 2016, Aufgabe 3.2

e) Eine Gruppe umfasst n zufallig ausgewahlte Bundesbirger. Untersuchen Sie, fur welche
Gruppengrilbe n die Wahrscheinlichkeit, genau einen Sportfan in der Gruppe zu haben,
am grofiten ist.

Im Text davor wurde die Information gegeben, dass der Anteil der Sportfans 1 Viertel
betragt.

Im Erwartungshorizont der Aufgabenersteller finden sich folgende Lésungsvorschlage:

a. Ausgehend von der Formel von Bernoulli fir P(X = 1)=n-0,25"-0,75"" (X: Anzahl der

Sportfans) wird eine auf R definierte Funktion f(n) betrachtet und deren Maximum bei n
~ 3,48 ermittelt. Dann wird argumentiert, dass man in der Umgebung von 3,48 auf ganz-
zahlige Werte von n hin Uberprifen miusse und gelangt zu der Lésung: Fur n = 3 oder n
=4 gilt P(X = 1) ~ 0,4219.

b. Als Alternative wird eine Monotonieuntersuchung von f(n+1)/f(n) durchgefuhrt, die
noch exotischer ist.

Die Aufgabe ist doch eigentlich recht einfach. Uber die Formel vom Erwartungswert ge-
langt man sofort zu n = 4. Jetzt braucht man sich nur noch abzusichern, ob auch be-
nachbarte Werte zu einem Maximalwert fur P(X = 1) fuhren:

Folge(Binomial(n,0.25,1,false),n,1,10) liefert {0,25, 0,375, 0,4219, 0,4219, 0,3956, ...}.
Man erkennt, dass der Maximalwert fur n = 3 oder n = 4 vorliegt. Fir n > 4 muss P(X=1)
immer kleiner werden, weil das Maximum der Verteilung mit zunehmendem n immer wei-
ter rechts liegt und die Balkenh6he zudem wegen der grof3er werdenden Anzahl von Wer-
ten fur P(X=x;) abnimmt. Noch deutlicher wird dies anhand einer graphischen Darstellung
des Histogrammes, die man mit 3 Befehlen erzeugen kann.

* Vorlberlegung: Fiirn =4 ist derTErwartungswert n=1.
* BinomialfAl 1/4 1, false]
A B

P(V=1)=0.42188

P(V=1)=0.42188

Abb. 27: Graphische L6sung zur Zabiaufgabe 3.2. ) von 2016

n=3
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0.18771
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15. Visualisierung zu den ko-Umgebungen

Vor der Formulierung der sog. ko-Regeln wird man mit den Schilern beispielsweise die
folgenden Wahrscheinlichkeiten ermitteln und zwar sowohl fir den Minzwurf (p = 0,5)
als auch fur den Wiarfelwurf (p = 1/6).

n P(‘X—H‘S(S) P(‘X—H‘SZG) P(‘X—H‘S?)G)

50

100

+ g-Umgebung

X —pl <o)=0.729
0.1 -
 20-Umgebung
PX — p| <2 0) = 0965
w« 008
3 3o-Umgebung
=
2 oo P|X — p| <3-0) =098
£
D
S
& 004 I ] n=100
5 .
‘\e —
p=05
S 002 R L e oo
Y] IS || U I
20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 1
Versuchsanzahl

Abb. 28: Visualisierung zu den ko-Umgebungen

Es durfte dazu ausreichend sein, dass die Schiler 3 — 4 Wahrscheinlichkeitswerte selbst
ermitteln. Die restlichen Ergebnisse kann man der im Folgenden angegebenen Geogebra-
Visualisierung entnehmen.

15.1. Geogebra-Tipp: Dynamische Anpassung des Graphikfensters

Wie erreicht man es bei einem Geogebraarbeitsblatt wie bei dem oben abgebildeten zu
den ko-Umgebungen, dass das Histogramm beim Betatigen der Schieberegler fur n und p
immer zentriert in der Mitte mit vernunftiger Hohe (ca. 2/3 der y-Achse) erscheint und
nicht rechts oder links am Rand und/oder teilweise oberhalb des Bildschirms? Dazu muss
die Einstellung der x- bzw. y-Achse dynamisch an die Schiebereglerwerte angepasst wer-
den (s. Abb. 29).

"HIAEREY S
Grundeinstellungen xAchse yAchse Koordinatengitter
Dimensionen
X Min:|-0.1n x Max:n + 10

y Min:-0.15p_m y Max: p_m1.7

Abb. 29. Anpassung der x- bzw. y-Achse an die Schiebereglerwerte
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Zunéchst berechnet man im Algebrafenster den maximal zu erwartenden Wert fur die
Wahrscheinlichkeiten (dies ist in der Regel die Wahrscheinlichkeit am Erwartungswert)
mit p,=Binomial(n,p,n*p,false). Dann kann man die Randwerte der Achseneinstellungen
wie in Abb. 29 gezeigt an die Schiebereglerwerte anpassen.

16. Simulation mit binomialverteilten Zufallszahlen (Samenaufgabe)

Der Befehl ZufallszahlBinomialverteilt[( <Anzahl der Versuche>, <Wahrscheinlichkeit> )
erzeugt eine Zufallszahl von einer Binomialverteilung mit n Versuchen und der Wahr-
scheinlichkeit p. Beispiel: Der Befehl Folge(ZufallszahlBinomialverteilt(100, 0.5),n,1,10)
erzeugt eine Liste von 10 Zufallszahlen {53, 53, 57, 53, 54, 45, 49, 55, 43, 49} zu 100
Versuchen mit der Wahrscheinlichkeit 0,5 (entspricht z. B. 100 MUnzwirfen). Es soll jetzt
eine Simulation zu folgender Aufgabe dargestellt werden:

Eine GroRgartnerei bestellt 800 Samen einer wertvollen Pflanze mit einer Keimfahigkeit
von 15 %. Um genauer kalkulieren zu kdnnen, mdchte der Gartner von seinem Samenlie-
feranten eine Prognose daruber, wie viele Samen angehen werden. Aulerdem verlangt
er, dass diese Prognose mit einer Sicherheit von 95,4 % eintritt.

Quelle: Bigalke/Kohler: Mathematik, Berlin, Leistungskurs MA-2, S. 276, Cornelsen-Verlag, Berlin 2011
Der Wahrscheinlichkeitswert wurde von 95 % auf 95,4 % (d. h. k = 2) verandert.

k]
i 2501
=
@
-t;-_: 200’ - - [13 »
3 Simulation zur “Samenaufgabe
é
u+20 1201 . . - i
” '. ..° ‘. ...- :.: - ® - .o. .o.' o.. oo... ~ o..U.' vt .'o b3 . .o - .o. s
H-20 100 : — Wt . . S
50 VVon 100 Samenlieferungen sind 99 in Ordnung
Anzahl Simulationen

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Abb. 30: Simulation zur Samenaufgabe

In der abgebildeten Simulation von 100 Samenlieferungen ist nur 1 Punkt au3erhalb der
20-Umgebung; d. h. 99 Lieferungen waren bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von
95,4 % in Ordnung. Durch Betatigung der Tastenkombination ,,Str* ,,R“ kann man eine
neue Simulation durchfuhren.
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17. Simulation Munzwurf mit ,,Wurzeltrichter* und Prognoseintervall

Betrachtet wird folgendes Beispiel: Eine Munze wird n-mal geworfen. Es soll mit einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,4 % prognostiziert werden, in welches Intervall um
den erwarteten Wert von p = 0,5 die relative Haufigkeit fur ,,Wappen* fallen wird.

Dazu wird der Ausdruck fur das Prognoseintervall (Pl) folgendermalRen ,,umgeschrieben:

Prognoseintervall fur die absolute Haufigkeit: ‘X—M‘S K-o - [W—-k-0; p+ ko]

Teilt man die Ungleichung durch n und bericksichtigt, dass u:n.p@pzﬁ gilt und
n

dass 5 die relative Trefferhdufigkeit h darstellt, folgt:
n

X
~-p
n

sk-g[p—k-g; p+k-g} mit k. — . N P-@=P) :k-\/p'(l‘p)
n n n n n n

Die Abb. 30 zeigt die Simulation von n Minzwirfen und die Streuung der relativen Hau-
figkeiten um den theoretischen Wert p = 0,5. Zuséatzlich werden die Werte fur die Prog-
noseintervalle fir n = 100 und n = 400 angegeben und graphisch durch senkrechte Stre-
cken veranschaulicht. Durch Driucken von ,.Strg“ ,R“ kann wieder eine neue Simulation
erzeugt werden. Dabei kann es durchaus vorkommen, dass ein Wert fir h au3erhalb des
Prognoseintervalls liegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit innerhalb des
PI's liegt, betragt ja auch nur 95,4%.

12 Pl beim n-maligen Minzwurf
N 95,4%-PI fur n = 100: [0.4; 0.6]
S 95,4%-PI fur n = 400: [0.45; 0.55]
N s
o
=
> 06
=P
E 0.41
S V)" Trichter"
< 02
3
o
=~
00 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
202 Anzahl n der MUnzwurfe

Abb. 31: Simulation MUinzwurf mit Prognoseintervall und ,,Wurzeltrichter"

Prognoseintervalle werden mit wachsendem n immer kleiner, p wird sozusagen immer
enger eingeschnurt. Genauer: Es gilt:

K9 k. p'(l_p)=\/15~k'm:\/lﬁ'kon5t

n n
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1

Man spricht deshalb vom T—Gesetz. Z. B. qilt bei Vervierfachung der Wurfzahl n:
n

k-—> L konst L1 konst k-2 Stichprob R fach
= =——" =—'K-— . Die StichprobengroRe vervierfachen,
4n 4 Jn 2 n probend

bringt (nur) eine Halbierung der Intervalllange.

Fur k = 2 (entspricht einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,4 %) folgt eine beson-

pl<—

N

ders einfache Form des ,Wurzeltrichters*:

1

Durch das T-Gesetz wird das Grundphdnomen der Stabilisierung der relativen Haufig-
n

keit bei einer grollen Zahl von Versuchsdurchfihrungen — zumindestens fur Bernoulli-
Experimente — formelmaRig erfasst.

18. Graphische Ermittlung von Prognoseintervallen

Mithilfe des in Abb. 32 gezeigten Geogebraarbeitsblattes lassen sich Prognoseintervalle
far verschiedene Werte von n und p mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 %
graphisch ermitteln.

Man kann zu jeder Wahrscheinlichkeit p (auf der Rechtsachse) das zugehdrige 1,960-
Intervall der relativen Haufigkeiten auf der Hochachse ablesen. Die Intervalle werden

0-(1-
durch die Graphen der Funktionen h(p)=p+1,96- M begrenzt. Die Grenzen des
n

Prognoseintervalls [a; b] erhadlt man, indem man die Senkrechte zu x = p mit diesen
Graphen schneidet. Die Intervallgrenzen und die —lange werden auf dem Arbeitsblatt
auch noch zahlenmaRig angegeben.

#;p- (1-p)
it

121 h(p)=p+1.96- \

Prognoseintervall: [0.402;0.598]
Intervalllange: 0.196

Abb. 32: Grafische Bestimmung von Prognoseintervallen
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19. Alternativ- und Signifikanztests leicht geldst: Der Wahrscheinlichkeitsrech-
ner

Zur schnellen und problemlosen Bearbeitung von Aufgaben zu den Hypothesentests kann
man eine in Geogebra implementierte Applikation verwenden: Den Wahrscheinlichkeits-
rechner. Dies sei an einer Beispielaufgabe erlautert.

Der Alternativtest

Ein GroBhandler erhalt eine Importlieferung von Kisten, die sehr viele Schrauben enthal-
ten. Ein Teil der Kisten ist 1. Wahl, d. h. der Anteil der Schrauben, die die Mal3toleranz
Uberschreiten, betragt 10 %. Die restlichen Kisten sind 2. Wahl, der Ausschussanteil be-
tragt hier 30 %.

Da alle Kisten gleich aussehen und nicht beschriftet sind, soll durch Entnahme von Stich-
proben getestet werden, welche Qualitat jeweils vorliegt.

Einer zu testenden Kiste werden zu diesem Zweck 20 Schrauben entnommen. Sind
hochstens 2 Schrauben Ausschuss, so wird die Kiste als 1. Wahl eingestuft, anderenfalls
als 2. Wahl.

Festlegungen: Nullhypothese Hy (po = 0,3): Die Kiste ist 2. Wahl; Alternativhypothese
Hi(p1 = 0,1): Die Kiste ist 1. Wahl.

Ermitteln Sie die Irrtumswahrscheinlichkeiten!

Quelle: Bigalke/Kdhler: Mathematik, Berlin, Leistungskurs MA-4, S. 100, Cornelsen-Verlag, Berlin 2012
Der Aufgabentext wurde am Ende etwas gekurzt.

Die folgende Abb. zeigt die Vorgehensweise zur Ermittlung des Fehlers 1. Art.

Verteilung Statistik
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Abb. 33: Fehler 1. Art (Entscheidung fur H;, obwohl Hy wahr ist)

Man wéahlt im Fenster zunachst die Art der Verteilung (hier ,Binomial“) aus. Dann gibt
man die Werte fir n und p ein und wéahlt ein linksseitiges Intervall aus. Der Fehler 1. Art
betragt also 3,55 %. In analoger Art und Weise lasst sich der Fehler 2. Art bestimmen
(Abb. 34).
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Verteilung Statistik
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Abb. 34: Fehler 2. Art (Hp, wird angenommen, obwohl H; wahr ist)

20. Simulation Medikamententest (Dot-Plot)
Ein typisches Beispiel fur einseitige Signifikanztests ist der Medikamententest:

Ein bewahrtes Medikament hilft erfahrungsgemé&l 50 % der behandelten Patienten. Von
einem neuen Medikament wird behauptet, dass es noch besser wirkt (Hypothese H,). Zur
Uberprifung wird das neue Medikament an einer Stichprobe von 100 Patienten getestet.
Wenn es bei mindestens 57 Patienten ausreichend wirkt (Entscheidungsregel), wird die
Hypothese angenommen. Berechnen Sie die Irrtumswahrscheinlichkeit (Fehler 1. Art), d.
h. die Hypothese H; wird angenommen, obwohl die Nullhypothese Hy wahr ist.

Rechnerisch ergibt sich, dass der Fehler 1. Art 9,7 % betragt. Eine besonders einfache
Simulation zu diesem Test ist der sog. Dot-Plot (Abb. 35).

- Simulation 100 Medikamententests
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-5 Anzahl k der Patienten

Abb. 35: Simulation von 100 Medikamententests (Dot-Plot)

Fuhrt man diese Simulation durch Dricken der Tastenkombination ,,Strg* ,,R* mehrfach
durch, erkennt man, dass eine Stichprobe vom Umfang 100 doch erheblichen Schwan-
kungen unterworfen ist.
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21. Animation zur Standardisierung der Binomialverteilung

Das folgende dynamische Arbeitsblatt veranschaulicht die einzelnen Schritte des Stan-
dardisierungsprozesses: 1. Schritt: Verschiebung der Binomialverteilung um den Erwar-
tungswert p nach links, 2. Streckung der Streifen in y-Richtung um den Faktor o, 3. Ver-
kiirzung der Streifenbreite um den Faktor 1/0, 4. Approximation durch die Gaufische
Standardglockenkurve @ ;.

0.5

1
%))
o
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Abb. 36: Standardisierung der Binomialverteilung

Zur Ubung koénnen die Schiiler mit Geogebra die Umkehrung des Standardisierungspro-
zesses durchfuihren; d. h. sie sollen die GauRBsche Standardglockenkurve ¢ ; so verschie-

ben, dass der Graph von ¢,  entsteht.

22. Visualisierung zur Stetigkeitskorrektur

Bei Berechnungen von kumulierten Wahrscheinlichkeiten und von Intervallwahrschein-
lichkeiten unter Verwendung der Naherungsformel von Moivre und Laplace muss eine
sogenannte Stetigkeitskorrektur vorgenommen werden. Das folgende Geogebraarbeits-
blatt zeigt den Fehler, den man machen wuirde, wenn man die ,Korrekturrechtecke" nicht
bertcksichtigen wirde sowohl graphisch als auch rechnerisch.
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Abb. 37: Stetigkeitskorrektur

22.1 Anleitung zur Erstellung der Graphik zur Stetigkeitskorrektur

Fuhren Sie jeweils einen Schieberegler fir die Versuchsanzahl n (Startwert: 10; Endwert:
30; Schrittweite: 1) und einen Schieberegler fur die Wahrscheinlichkeit p (Startwert:
0.05; Endwert: 0.95; Schrittweite: 0.05) ein. Berechnen Sie die zugehérigen Punktwahr-
scheinlichkeiten durch Eingabe von ,Folge(Binomial(n, p, k, false), k, 0, n)*“ (2Li).
Zeichnen Sie das Histogramm mit ,,Balkendiagramm(-0.5, n + 0.5, L_1)“. Berechnen Sie
die Punktwahrscheinlichkeiten fur k = 6, 7, 8, 9 durch Eingabe von ,Folge(Binomial(n, p,
k, false), k, 6, 9)* (=2Ly). Zeichnen Sie den Histogrammausschnitt mit ,Balkendia-
gramm(5.5, 9.5, L_2)".

Berechnen Sie den Erwartungswert g = n-p und die Standardabweichung o =
Jn-p-(1—p) . Zeichnen Sie die GauBsche Glockenkurve Uiber dem Histogramm durch
Eingabe von ,N(xX)=1 / (o sqrt(2m)) e™(-0.5((x - Wp) / 0)2)*). Berechnen Sie die Flache
ohne Stetigkeitskorrektur durch Eingabe von ,Integral(N,6,9)“ und mit Stetigkeitskorrek-
tur durch Eingabe von ,Integral(N,5.5,9.5)“. Berechnen Sie die Punktwahrscheinlichkei-
ten fur k = 6 mit ,,Binomial(n, p, 6, false)“ (2 z. B. g) und k = 9 mit ,,Binomial(n, p, 9,
false)“ (= z. B. h) und zeichnen Sie die zugehdrigen halben Rechteckstreifen (Korrektur-
rechtecke) mit ,Balkendiagramm(5.5, 6, {g})“ bzw. ,Balkendiagramm(9, 9.5, {h})“.
Farben Sie die einzelnen Flachen unterschiedlich und fuhren Sie Kontrollkastchen ein zum
Einblenden der Normalverteilungskurve, der Flachen ohne Stetigkeitskorrektur, der Kor-
rekturrechtecke und der Flache mit Stetigkeitskorrektur. Notieren Sie in einem Text den
Wert fur die Intervallwahrscheinlichkeit P(6 < X < 9).

Jetzt muss noch das Graphikfenster so angepasst werden, dass die Verteilung auch beim
Bedienen der Schieberegler immer zentriert bleibt. Lesen Sie dazu den Wahrscheinlich-
keitswert des Erwartungswertes aus der Liste L; heraus und geben Sie in die Eingabezeile
ein: p_{Max}=Element(L_1, round(p)). Stellen Sie jetzt das Graphikfenster wie folgt ein:
X Min: -5; x Max: 2u+5; y Min: -0.05; y Max: p_{Max}+0.15.
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23. Das Geburtstagsproblem
Eines der faszinierendsten Probleme der Stochastik ist das sog. Geburtstagsproblem:

»N Personen befinden sich in einem Raum. Ab wie viel Personen ist die Chance, dass
zwei oder mehr dieser Personen am gleichen Tag des Jahres Geburtstag haben, groR3er
als 50 %7

Das Interessante an dieser Aufgabenstellung ist, dass sie kontraintuitiv ist, d. h. wenn
man das erste Mal damit konfrontiert wird, geht die Vermutung bei den meisten Personen
in eine vollig falsche Richtung, namlich dass die Zahl bei Uber hundert Personen liegen
musse.

Man kann die Aufgabe unter bestimmten Annahmen (Ignorieren von Schaltjahren, alle
Tage eines Jahres sind als Geburtstage gleichwahrscheinlich) unter Abbildung auf ein

Urnenmodell (Ziehung von n Kugeln mit Zuritcklegen) recht einfach 16sen, indem man
n

[ 1(366-1))

das Gegenereignis betrachtet. Es gilt: P(E):l—iﬂT . Die folgende Abb. zeigt

die graphische Darstellung, die mithilfe von Geogebra mit wenigen Befehlen erstellt wur-
de.
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Abb. 38: Graphische Darstellung zum Geburtstagsproblem

Man erkennt, dass schon ab 23 Personen die Wahrscheinlichkeit Giber 50 % liegt, dass
mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben. Die Losung des Geburts-
tagsproblems bestétigt damit folgende Aussage, die Pierre-Simon de Laplace (1749 —
1827) zugeschrieben wird: ,Einer der grof3en Vorteile der Wahrscheinlichkeitsrechnung
ist der, dass man lernt dem ersten Anschein zu misstrauen®. Diese interessante Aufgabe
ist auch ein weiteres Beispiel fir den sinnvollen Einsatz von CAS-Systemen, denn han-
disch wéare eine Bearbeitung nur mit kaum vertretbarem zeitlichen Aufwand mdglich.
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24. Das Problem der vollstandigen Serie

Die folgende Aufgabenstellung geht Uber den RLP
hinaus und ist daher eher fir projektartigen Unter-
richt geeignet. Ausgangspunkt ist folgende Frage-
stellung: Wie oft muss man einen Wiurfel werfen
bis alle Augenzahlen von 1 bis 6 mindestens einmal
aufgetreten sind. Es handelt sich hierbei um eine
klassische Aufgabenstellung aus der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, mit der sich schon berihmte
Mathematiker wie Abraham de Moivre, Leonhard
Euler und Pierre Simon Laplace beschaftigt haben. Man bezeichnet dieses Problem auch
als ,Problem der vollstdandigen Serie* oder als ,Sammelbilderproblem®. Im Folgenden
wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu dem oben formulierten Wurfelbeispiel mithilfe
von Geogebra ermittelt.

Der Vorgang lasst sich am besten durch einen sog. Ubergangsgraphen veranschauli-
chen:

1

116

5/6 4/6 3/6

Z1 Z2 Z3 Z4 Z5

Der Zustand Z4 gibt dabei z. B. an, dass 4 verschiedene Augenzahlen bis zu diesem Zeit-
punkt aufgetreten sind. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 4/6 wurfelt man dann eine be-
reits erhaltene Augenzahl und mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/6 erzielt man eine neue
Augenzahl. Im Zustand Z6 hat man die vollstédndige Serie erhalten. Einen solchen Endzu-
stand nennt man absorbierend (erkennbar am Ringpfeil mit der Wahrscheinlichkeit 1).
Alle anderen Zustdnde nennt man innere Zustande.

Von zentraler Bedeutung bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ist die sog. Uber-
gangsmatrix. Fur das oben angefuhrte Problem der vollstandigen Serie sieht diese Mat-
rix folgendermalen aus:

nach S Zz1 z2 73 Z4 75 Z6
S(0O 1 0 0 0 0 0

z1/0 1/6 56 0 0 0 O

z2|0 0 2/6 46 0 0 O
U=wonz3/0 0 0 36 36 0 0
zZalo 0 0 0 4/6 2/6 0

Z5/0 0 0 0 0 5/6 1/6

z6lo 0 0 0 0 o0 1
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Dabei steht z. B. in der i-ten Zeile und k-ten Spalte die Wahrscheinlichkeit dafur, vom
Zustand Z; zum Zustand Z, zu gelangen. Die Ubergangsmatrix ist eine sog. stochastische
Matrix, bei der die Summe der Wahrscheinlichkeiten in einer Zeile jeweils 1 ist.

Geht man von der Anfangsverteilung Mp=(1 0 0 0 0 0 0) aus, so kann man unter
Verwendung der Ubergangsmatrix ,,My* mit den Eingaben M,-M§ M, M} ,.. die Wahr-
scheinlichkeiten berechnen, mit denen sich das System nach 6, 7, ... Wirfen in den Zu-
stdnden S, Z1, 72, ..., Z6 befindet. Im Folgenden sind die ersten beiden Zeilen der ent-

standenen Matrix angegeben:
M;=(0 0 0.02 0.232 0.502 0.232 0.015)
M, =(0 0 0.007 0.129 0.450 0.360 0.054)

Man erkennt, dass die Wahrscheinlichkeit dafur, dass man schon mit 6 Wirfen eine voll-
standige Serie erzielt hat, ungefahr 1,5 % betrdgt. Nach 7 Wirfen hat man bereits mit
einer Wahrscheinlichkeit von ca. 5,4 % alle Zahlen gewtrfelt.

Stellt man diese Wahrscheinlichkeiten in einem Histogramm dar, so erhalt die sog. ku-
mulierte Wahrscheinlichkeitsverteilung (s. Abb. 39).

09 -

08

07 r

06

05

Wahrscheimnlichkeit
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Abb. 39: Kumulierte Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Problem der vollstdndigen Serie

Man erkennt an der kumulierten Wahrscheinlichkeitsverteilung, dass bereits nach dem
13. Wurf die Wahrscheinlichkeit grofRer als 50 % ist, eine vollstandige Serie zu wiurfeln.
Nach 50 Wirfen betragt die Wahrscheinlichkeit fir das Erzielen einer vollstandigen Serie
bereits gerundet 99,9 %.

Um zu der unten abgebildeten Wahrscheinlichkeitsverteilung zu gelangen, missen
Differenzen zwischen Wahrscheinlichkeiten ermittelt werden. Wenn man die Wahrschein-
lichkeit fur den (n-1)-ten Wurf von derjenigen fur den n-ten Wurf subtrahiert, erhélt man
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man genau mit dem n-ten Wurf eine vollstandige Serie
erzielt. Man erkennt, dass bei 11 Wurfen die Wahrscheinlichkeit am grof3ten ist, eine voll-
standige Serie zu erzielen. Sie betragt gerundet 8,4 %.
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Abb. 40: Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Problem der vollstandigen Serie
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25. Die wichtigsten Befehle fur die Stochastik

a. Zufallszahlen

1. Zufallszahl( <Minimalwert>, <Maximalwert> )

erzeugt eine Zufallszahl aus dem Intervall [Minimalwert; Maximalwert].

Beispiele: Folge(Zufallszahl(0,1),n,1,10) erzeugt z. B. eine Liste {1,0,0,1,0,1,0,1,0,1%.
Folge(Zufallszahl(1,6),n,1,10) erzeugt z. B. eine Liste {3,4,3,3,2,4,1,2,4,6%}.

2. ZufallszahlBinomialverteilt( <Anzahl der Versuche>, <Wahrscheinlichkeit> )

Erzeugt eine Zufallszahl von einer Binomialverteilung mit n Versuchen und der Wahr-
scheinlichkeit p.

Beispiel: Folge(ZufallszahlBinomialverteilt(100, 0.5),n,1,10) erzeugt z. B. eine Liste von
10 zufallszahlen {53, 53, 57, 53, 54, 45, 49, 55, 43, 49} zu 100 Versuchen mit der
Wahrscheinlichkeit 0,5 (entspricht z. B. 100 Munzwirfen).

b. Balkendiagramm
Diesen Befehl gibt es in verschiedenen Varianten.
3. Balkendiagramm( <Liste von Daten>, <Liste von Haufigkeiten>)

Erstellt ein Balkendiagramm mit der Liste der Daten mit den entsprechenden Haufigkei-
ten.

Anmerkung: Die Liste der Daten muss Zahlen enthalten, die immer zunehmen.
Beispiel: Balkendiagramm({10,11,12,13,14}, {5,8,12,0,1})
4. Balkendiagramm( <Anfangswert>, <Endwert>, <Liste von Balkenhthen>)

Erstellt ein Balkendiagramm, abhangig vom vorgegebenen Intervall. Die Anzahl der Bal-
ken wird durch die Lange der Liste, deren Elemente die Hohe der Balken festlegen, be-
stimmt.

Beispiel: Balkendiagramm(-0.5, 10.5, Liste 1) erstellt ein Balkendiagramm mit 11 Bal-
ken, wenn in Liste 1 z. B. die Wahrscheinlichkeiten zu einer Binomialverteilung mit n =
10 stehen.

¢) Binomialverteilung
5. Binomial( <Anzahl der Versuche>, <Erfolgswahrscheinlichkeit>)
Erzeugt ein Balkendiagramm einer Binomialverteilung.

Der Parameter Anzahl der Versuche gibt die Anzahl der unabhangigen Bernoulli-Versuche
an und der Parameter Erfolgswahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit auf Erfolg pro
Versuch.


http://en.wikipedia.org/wiki/de:Binomialverteilung
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6. Binomial( <Anzahl der Versuche>, <Erfolgswahrscheinlichkeit>, <Anzahl der
Erfolge>, <Wahrheitswert Verteilungsfunktion=)

Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable und sei v die Anzahl der Erfolge.
Berechnet P( X = v), wenn der Wahrheitswert false ist.

Berechnet P( X < v), wenn der Wahrheitswert true ist.

Die ersten beiden Parameter sind gleich wie oben.

d) Normalverteilung

7. Normal( <Erwartungswert>, <Standardabweichung>, X, <Wahrheitswert
Verteilungsfunktion=)

Ist der Wahrheitswert false, so wird die GauBsche Glockenkurve ¢, ; gezeichnet. Bei Ein-
gabe von Normal(0,1,x,false) wird die Gauf3sche Standard-Glockenkurve ¢, ; gezeichnet.

Ist der Wahrheitswert true, so wird die GauBsche Integralfunktion ®, ; gezeichnet.

8. Normal( <Erwartungswert>, <Standardabweichung>, <Wert der Variablen
v=>)

Berechnet die Funktion Q( Mj an der Stelle v mithilfe des Erwartungswerts p und

(0]
der Standardabweichung o. Die Funktion @ ist die GauBsche Integralfunktion

e) Spezielle Befehle

9. ZahleWenn[ <Bedingung>, <Liste> ]

Zahlt jene Elemente der Liste, welche die Bedingung erfullen.
Beispiel: ZzahlewWenn(x<3,{1,2,3,4,5}) erzeugt die Zahl 2.

10. Element( <Liste>, <Position des Elements> )

Gibt das n-te Element der Liste an. Eignet sich zum Auswerten von Listen.
Beispiel: Element({1,3,2},2) liefert 3, das zweite Element der Liste {1, 3, 2}.

11. Wenn( <Bedingung>, <Dann Objekt>, <Sonst Objekt>)

Wenn eine bestimmte Bedingung erfullt ist, wird ein bestimmtes Objekt zugewiesen, an-
derenfalls das dahinterstehende. Eignet sich zum Auswerten von Listen.

Beispiel: L,={8,11,6,1,10}. Folge(Wenn(Element(L,,n)=10,1,0),n,1,5) erzeugt
{0,1,0,0,1}.

12. Summe( <Liste> )

Berechnet die Summe aller Listenelemente.
Beispiel: Summe({1,2,3}) liefert die Zahl a = 6.
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13. Summe( <Liste>, <Zahlen der Elemente> )

Berechnet die Summe der ersten n Listenelemente.
Beispiel: Summe({1,2,3,4,5,6},4) liefert die Zahl a = 10.

14. DotPlot[ <Liste von Rohdaten=> ]

Erstellt einen Dot-Plot zu der Liste der gegebenen Zahlen. Man erhélt aulRerdem eine Lis-
te von Punkten, wobei zum Beispiel fur jede Zahl n, die k-mal vorkommt, die Punkte (n,
1), (n, 2), ..., (n, k) erzeugt werden.

Beispiel: DotPlot[{2, 5, 3, 4, 3, 5, 3}] liefert {(2, 1), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (5, 1),
(5, 2)}.

Anmerkung: Man kann hinter der Liste von Rohdaten durch ein Komma getrennt noch

einen Skalierungsfaktor angeben, um den Abstand zwischen Ubereinanderliegenden
Punkten einzustellen.

15. Ceil( <x>)

Nachst grofRere oder gleiche ganze Zahl.
Beispiel: ceil(2.2) liefert 3.

16. Floor( <x>)

Nachst kleinere oder gleiche ganze Zahl.
Beispiel: floor(2.2) liefert 2.

17. Round( <x>)

Nachst groRere oder nachst kleinere oder gleiche ganze Zahl.
Beispiele: Round(2.2) liefert 2; Round(2.6) liefert 3,
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1V. Analytische Geometrie
26. Schattenwurf

Die folgende Einstiegsaufgabe kann zeichnerisch aber naturlich auch unter Verwendung
des Geogebra-CAS geldst werden.

Im ,Koordinatenraum* steht ein schrag nach oben geneigtes Dreieck ABC mit A(3/2/0),
-1

B(3/6/0) und C(2/3/4). In Richtung des Vektors (—3) fallt paralleles Licht auf dieses
-1

Dreieck. Berechnen Sie dazu die Koordinaten des Dreiecksschattens auf dem Boden und

den Wé&nden des Raumes, wobei Sie sich an der (nicht maf3stablichen) Skizze orientieren.

C, ist ein (virtueller) Hilfspunkt in der x,y-Ebene au3erhalb des Koordinatenraumes.

Quelle: Bigalke/Kdhler: Leistungskurs Mathematik MA-3, Cornelsen-Verlag, 2011, S. 89, Berlin 2011

10 4

B'll

Abb. 41: Schattenwurf

Die Aufgabe ist mit Geogebra zeichnerisch l6sbar. Man muss sich lediglich Uberlegen,
dass der Schattenpunkt von C in der x,z-Ebene die Koordinaten C,(1/0/3) hat. Im Fol-
genden wird die CAS-LAsung zu dieser einfachen Einstiegsaufgabe erlautert, weil die Vor-
gehensweise in der analytischen Geometrie nicht ganz so intuitiv ist wie in der Analysis.

Man gibt zunachst in die Eingabezeile die Koordinaten der Punkte A, B und C ein und
kennzeichnet das Dreieck mithilfe des Befehls Vieleck(A,B,C). Die Koordinaten der be-
rechneten Punkte C,, A;, B; und C; werden im Verlauf der Rechnung ebenfalls eingege-
ben. Im Folgenden sind die Eingaben in die CAS-Applikation angegeben:
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Zeile | Eingabe in das Geogebra-CAS-Fenster | Rickmeldung

av:=A (3>
1 = av:=|2
0
bv:=B <3>
2 4 6
0
cv:=C <2>
3 4 3
41
Iv:=(-1,-3,-1 -
PR Rl > ( 3)
1
= x| —r+2
5 gc(r):=cv+r*lv > gc(r):=(—3r+3>
—r+4
6 Lose((x,y,0)=gc(n),{x,y,r}) 2> {{x=-2,y=-9,r=4}}
c2:=C 2 (—2>
7 > c2:=|-9
0
= *(c2- —55+3
g ga(s):=av+s*(c2-av) 5 ga(s)‘z( 11$+2>
0
9 Lose((x.0,0)=ga(s).{x.5}) > (=25 = 23}
b(t):=bv+t*(c2-b —5t+ 3
10 9b(® vitH(e V) -> gb(t):=<—15t+6>
0
11 Lose((x,0,0)=gb(t),{x,t}) > {{x=1s =§}}
12 Lose((x,0,2)=gc(r), {x,z,r}) 2> {{x=1,z2=3,r=1}}

Vektoren werden in Geogebra mit kleinen Buchstaben definiert. Damit diese Definitionen
nicht mit automatischen Bezeichnungen von Geogebra z. B. fir Streckenlangen kollidie-
ren, sollte man unbedingt 2 Buchstaben verwenden und zwar in intuitiv verstandlicher
Art und Weise (z. B. av fur den Ortsvektor von A). Man gibt Vektoren als Zeilenvektoren
ein; Geogebra schreibt diese dann in Spaltenvektoren um. Deshalb ist die mathematisch
falsche Eingabe va:=A mdglich. Auch innerhalb eines Losebefehls kénnen Vektoren zu-
nachst als Zeilenvektoren eingegeben werden (vgl. z. B. Zeile 6).

Es erhoht die Ubersichtlichkeit, wenn man beim Definieren von Geradengleichungen so-
wie beim Verwenden des Ldsebefehls mit Buchstaben arbeitet. Beim Definieren von Ge-
raden und Ebenengleichungen in Parameterform fasst Geogebra die Vektoren zusammen.
Bei der Dokumentation mussen die Schiler diesen Prozess gedanklich rickgéngig ma-
chen, um den Term als Summe von Ortsvektor und Richtungsvektor(en) darstellen zu
kénnen.
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27. Uberprufen durch Messen (Zabi 2018 LK CAS, 2.1)

Anhand der folgenden Aufgabe 2.1 aus dem CAS-LK-Zentralabitur 2018 kann man sehr
schén zeigen, wie sich Rechenergebnisse durch Messen im Graphikfenster mit wenigen
Mausklicks Uberprifen lassen: WinkelgréRe, Hohenlange mit Koordinatengleichung der
Hilfsebene, Pyramidenvolumen, Schnittpunktskoordinaten Gerade/Ebene, Abstand
Punkt/Ebene. Die dafur relevanten Aufgabenteile sind im Folgenden angegeben:

Aufgabe 2.1 CAS: Museum

Das Gebdude eines Museums kann modellhaft durch den
abgebildeten Kérper ABCDEFG dargestellt werden. Die obere
Etage des Museums entspricht dabei der Pyramide DEFG, die
untere Etage dem Korper ABCDEF, der Teil der Pyramide DEFS
ist. Das Dreieck ABC liegt in der x-y-Ebene. Das Dreieck DEF
liegt parallel zu dieser Ebene.

In einem kartesischen Koordinatensystem gilt fir die Lage einiger 'Y
der genannten Punkte: A(-5|5]0),B(-5]25]0),D(0]0]15), p
E(0]30]15),F(-25|5|15)und G(-10]| 10| 35). Eine Langen- "
einheit im Koordinatensystem entspricht 1 m in der Realitat. “..-'

b) Weisen Sie nach, dass die Bodenfliche der oberen Etage nicht rechtwinklig ist.

c¢) Berechnen Sie fur das Dreieck DEF die Grolte des Innenwinkels bei E sowie die Lange
der HGhe auf der Seite EF . [Zur Kontrolle: b = 2121m]

d) Fur die obere Etage wird eine Anlage zur Entfeuchtung der Luft installiert, die fur 100 m®
Rauminhalt eine elektrische Leistung von 0,8 Kilowatt bendtigt.
Weisen Sie nach, dass fir den Betrieb der Anlage eine Leistung von 25 Kilowatt
ausreichend ist.

e) Weisen Sie nach, dass sich die Gerade durch die Punkte A und G und die Ebene, in der

[ 50,50

das Dreieck DEF liegt, im Punkt RL_TITI 15 | schneiden.
&

f) An einer Metallstange, die durch die Strecke RG dargestellt wird, ist ein Scheinwerfer
befestigt, der sich entlang der Stange verschieben lasst. Die Grile des Scheinwerfers
soll vernachlassigt werden. Der Scheinwerfer soll aus einer Entfernung von 5 m digjenige
Wand beleuchten, die im Modell durch das Dreieck EFG dargestellt wird.

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes, der die Position des Scheinwerfers im
IModell beschreibt.

Die folgende Abbildung zeigt die Graphik zur Aufgabe. Durch Betatigen der Kontrollkast-
chen lassen sich die einzelnen Objekte incl. der Messergebnisse ein- bzw. ausblenden.



Abb. 42: Graphik zur Zabiaufgabe 2.1 aus 2018
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/| Winkel bei E
£ = 45°

(V/|Héhe h auf ES
h~21.21m

Pyramide DEFG
V=2500 m?®
(V) Schnitt GA / DEF

R=(-7.14, 7.14, 15)

(V) Abstand P zu EGF
Abstand PT=5m

P=(-8.64, 8.64, 25.45)
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28. Zabi-,,Probieraufgabe* — mit Geogebra elegant einfach geltst

Im Berlin/Brandenburger CAS-LK-Zentralabitur 2017 2.2. f) trat eine sogenannte ,Pro-
bieraufgabe* auf.

f)  Auf das Zelt treffendes Sonnenlicht ldsst sich im Modell zu einem bestimmten Zeitpunkt
(05
durch parallele Geraden mit einem Richtungsvektor | — 42 | beschreiben. Zu diesem
| a

Zeitpunkt trifft Sonnenlicht durch ein kleines Loch im horizontalen Vordach genau auf den
Mittelpunkt des Zeltbodens.

Fur a kommen verschiedene ganzzahlige Werte infrage. Ermitteln Sie einen dieser
Werte und geben Sie die Koordinaten des zugehdrigen Punktes an, der im Modell eine
mdégliche Position des Lochs im Vordach darstelit.

Zuné&chst musste man in den vorherigen Teilaufgaben die Koordinaten der Punkte eines
Zeltes ermitteln: A(0/0/0), B(5/0/0), C(5/5/0), D(0/5/0), S(2.5/2.5/3.9), M(2.5/2.5/0),
E(3.2/3.85/1.8), F(1.8/3.85/1.8), G(3.8/5.98/1.8), H(1.8/5.98/1.8). Zelt und Vordach
sind mit den Befehlen Pyramide(A,B,C,D,S) und Vieleck(E,F,G,H) rasch gezeichnet. Man
fahrt jetzt einen Schieberegler u fur die unbekannte z-Koordinate des Richtungsvektors
ein und definiert eine Geradengleichung in der Geogebra-CAS-Syntax: vm:=M;
vs:=(0.5,-4.2,u); gs(r):=vm + r-vs. Mit dem Schneide-Werkzeug kann man jetzt den
DurchstoBunkt anzeigen lassen und dessen Koordinaten im Algebrafenster ablesen. Na-
turlich lasst sich der Schnittpunkt auch mit dem Geogebra-CAS sofort berechnen.

Durchstof3punkt: (2.2, 5.02, 1.8)

=
n
]

w

S

Abb. 43: Zabi 2017 2.2. f): Probieraufgabe“
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29. Haus mit Pultdach — eine komplexe abiturahnliche Aufgabe

Die folgende Aufgabe eignet sehr schdn um zu demonstrieren, wie man mit Geogebra
unter Verwendung von Algebra-, CAS- und 3 D-Fenster arbeiten kann.

Ein Haus mit Schrigdach hat die angege- ZA
benen MaBle.
a) Geben Sie fiir die Dachebene E eine
Gleichung in Koordinatenform an. il
b) Welchen Winkel hat die Dachebene ge- E
geniiber der Horizontalen?
¢) Der Schornstein mit dem FuBpunkt i/ .p y
P(4]6|0) soll 1 m aus dem Dach ragen. == 10
Wie hoch muss der Schornstein sein? 3
d) Der Schornstein wird 6 m hoch gemau- X 8
ert. Wie lang ist sein Schatten auf dem
Dach, wenn die Sonnenstrahlen aus

1
Richtung V= | -4 | kommen?
=1

e) Wie groB ist der Abstand der Schornsteinspitze vom Dach?

<y

Y

Quelle: Bigalke/Kdhler: Leistungskurs Mathematik MA-3, Cornelsen-Verlag, 2011, S. 190, Berlin 2011

Abb. 44: Haus mit Pultdach

Zunéchst gibt man die Koordinaten der Punkte A(10/0/0), B(10/8/0), F(10/8/4),
E(10/0/7) und D(0/0/0) ein. Dann geht man auf ,Einstellungen“->“Objektname anzeigen“
und aktiviert ,keine neuen Objekte” damit nicht alle Kanten beim Zeichnen des Hauses
beschriftet werden. Dann zeichnet man das Haus mit dem Befehl Prisma(A,B,F,E,D). Bei
der Eingabe des Befehls ,Prisma(<Punkt>, <Punkt>, ...)* muss darauf geachtet werden,
dass der Punkt auf der Deckflache (hier D) senkrecht Uber dem zuerst angegebenen
Punkt der Grundflache (hier A) liegt. Spater kann man noch den Punkt J einzeichnen,
sowie die Punkte P, Q und S des Schornsteins sowie den Schattenpunkt T. 2 Rechener-
gebnisse lassen sich durch Messen in der Graphik Uberprufen: Der Winkel Dachebe-
ne/Horizontale (20,56°) und der Abstand ST (2,12 LE).
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In folgenden wird die Bearbeitung im CAS-Fenster gezeigt.

Zeile | Eingabe in das Geogebra-CAS-Fenster | Riuckmeldung
ev:=E 10
1 S ev:i=| 0
7
fv:=F 10
2 > fvi=| 8
4
hv:=H 0
3 2 hv:=|38
4
(ev-fv) ® (hv-fv) 0
4 2> | =30
-80
nv:=(0,3,8) 0
5 2> |3
8
6 ((x,y,2)-fv)*nv=0 =2 b: 3y+8z-56=0
uv:=(0,-1,0) 0
7 2> uv:i=| -1
0
8 acosg(uv*(ev-fv))/abs(ev-fv)) ~ 20,56°
pv:=P 4
9 pv:=| 6
0
10 gs(r):=pv+r*(0,0,1) =2 gs(nN:=(4,6,n
Lose(3*6+8*r-56=0,r) {19}
11 =<4—
4
gs(19/4) 19
12 > [4,6,—)
4
sv:=S 4
13 > svi=|6
6
14 gl(s):=sv+s*(1,-4,-1) =2 gl(s):=(4+s,6-4s,6-5)
Lose(3+(6-4s)+8*(6-s)-56=0,5) { 1}
15 2> S=9—
2
gl(1/2) > (9 411j
16 '
2 2
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tv:=T 9
2
17 > tvi=| 4
11
2
abs(tv-sv) 3
18 5> —
J2
19 ~2.12

Das Kreuzprodukt kann mit dem Befehl Kreuzprodukt( <Vektor>, <Vektor> ) berechnet
werden oder einfacher durch Verwendung des Zeichens ,,® ,, (vgl. Zeile 4). Zur Berech-
nung des Skalarproduktes gibt es in Geogebra einen implementierten Befehl Skalarpro-
dukt( <Vektor>, <Vektor> ). Man kann jedoch auch hier einfacher ein ,*“-Zeichen ver-
wenden (vgl. Zeile 6). Mit der vordefinierten Funktion acosg(...) berechnet man den Ar-
cuscosinus im Gradmal (deshalb der Zusatz ,g“ am Ende). Man muss allerdings im Mo-
dus ,,~“ rechnen. Die Normalengleichung einer Ebene wird von Geogebra automatisch in
eine Koordinatengleichung umgewandelt (vgl. Zeile 6). Durch Einblenden der Ebene in
die Graphik kann man sich von der Richtigkeit der Rechnung tUberzeugen.

30. Schlechtwetterfront — eine Aufgabe zur Berechnung von Abstanden

Die vordere Begrenzung einer 4,5 km dicken Schlechtwetterfront wird beschrieben durch
die Ebene E: 2x + 2y + z = 6 (LE: 1 km).

3 1
a) Ein Flugzeug fliegt langs der Gerade g: )2 =|1|+S:| -2 | . Weisen Sie nach, dass seine
1 2

Flugbahn parallel zur Schlechtwetterfront liegt. Berechnen Sie den Abstand der Flugbahn
zur Schlechtwetterfront.

b) Ein Meteorologe befindet sich mit seinem Flugzeug im Punkt P(5/5/4). Er mochte zu
Forschungszwecken die Schlechtwetterfront orthogonal durchfliegen. In welchem Punkt A
tritt sein Flugzeug in die Schlechtwetterfront ein?

¢) In welchem Punkt B verlasst das Flugzeug des Meteorologen die Schlechtwetterfront?
Welche Ebene F beschreibt die hintere Begrenzung der Schlechtwetterfront?

d) Zeigen Sie, dass sich die Flugbahnen der beiden Flugzeuge nicht kreuzen. Ermitteln
Sie den Abstand der beiden Flugbahnen.

Quelle: Bigalke/Kohler: Leistungskurs Mathematik MA-3, Cornelsen-Verlag, 2011, S. 189, Berlin 2011

Die folgende Abbildung zeigt die Geogebragraphik zur Aufgabe mit den beiden Flugbah-
nen sowie der vorderen und hinteren Begrenzungsebene der Front.
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Abb. 45: Schlechtwetterfront mit Flugbahnen

Im Folgenden sind die Detailangaben zur Eingabe ins CAS-Fenster angefiuhrt:

Zeile | Eingabe in das Geogebra-CAS-Fenster | Rickmeldung
1 Teilaufgabe a)
vq:=(3,1,1) 3
2 = V(g:=
ml:=(1,-2,2) 1
3 > ml=|-2
2
gf(r):=vg+r*ml r+3
4 > of(r)=|-2r+1
2r+1
nv:=(2,2,1) 2
5 2> nv=|2
1
6 nv*ml 0
7 Lose(2(r+3)+2(-2r+1)+2r+1=6,r} 2 {3}
8 Flugzeug ist echtparallel zur Front
nO:=Einheitsvektor(nv) y
3
—| 2
9 no := 3
75
10 (vg-(0,0,6))*n0 > 1
11 Abstand Flugbahn/Front: 1 km
12 Teilaufgabe b)
vp:=P 5
13 2> V=5
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gm(s):=vp+s*nv 25+5
14 > gm(s)=|2s+5
s+4
15 Lose(2(2s+5)+2(25+5)+s+4=6,s) 2> {s=-2}
gm(-2) 1
16 > |1
2
va:=A 1
17 2> va=|1
2
-4.5*n0
va n 9
18 > |2
%
19 Teilaufgabe ¢)
b:=B
v )
20 vb:=| -2
7
o1 ((X,y,2)-vb)*nv=0 > b:ox+2y+z+ % o
22 Teilaufgabe d)
23 Lose(gf(n=gm(s),{r,s}) 2> {1}
mi®nv -6
24 > |3
6
nl:=Einheitsvektor((-6,3,6)) _y
3
25 =2 nl= %
%
3
26 (vg-vb)*nl 2> -2
27 Abstand Flugbahnen: 2 km
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31. Geradenscharen

-2 -2
Wenn man die Gleichung der Geradenschar ¢, : ;( =| a |[+r 0 |[;ael inForm von
0 2

gg(r,a):=(-2,a,0)+r*(-2,0,2) in das CAS-Fenster von Geogebra eingibt, wird im Graphik-
fenster eine Ebene dargestellt. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn der Term der Gera-
denschar lasst sich in die Parameterform einer Ebenengleichung umschreiben:

-2 0 -2
X=| 0 |+a-|1|+r-| O |.Esist diejenige Ebene, in der alle Geraden der Schar liegen
0 0 2

(vgl. Abb. 46). Geraden zu ausgewdahlten Parameterwerten lassen sich durch Eingabe von
z. B. g_1(r):=gg(r,1) definieren und zeichnen.

-1 a
Stellt man in analoger Weise das Geradenbuschel ¢, : X=| 2 |+r- a| durch Eingabe
2 1

von gg(r,a):=(-1,2,2)+r*(a,a,1) dar, so wird die Tragerebene gezeichnet, allerdings mit
einer doppelkeilformigen Unterbrechung (vgl. Abb. 47). Auch dies hat einen mathemati-
schen Hintergrund, denn keine Gerade der Schar verlauft durch den Tragerpunkt

P(-1/2/2) und parallel zur x,y-Ebene.
95
’ )

Abb. 46: Parallele Geraden Abb. 47: Geradenbiischel
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32. Abbildungsgeometrie und andere Projekte — ein Ausblick

Die folgenden Anregungen zum Arbeiten mit Geogebra gehen uUber den RLP hinaus und
sind eher flr projektartiges Arbeiten gedacht. Die beiden Graphiken (s. Abb. 48 und 49)
wurden durch Mehrfachanwendung von Matrizenoperationen generiert. Auch hier handelt
es sich um CAS-spezifische Anwendungen, denn handisch sind derart komplexe Operati-
onen nicht mehr mit vertretbarem Aufwand durchflhrbar.

Bei dem links unten abgebildeten Ornament aus Kreiselementen wurden Kreise mehrfach
cosa  sina

mithilfe der Drehmatrix (—sina cosa

) gedreht. Die rechte Abbildung zeigt eine Ellipse,

u

die mithilfe der Matrix (|

1 ;u) mehrfachen Drehstreckungen unterzogen wurde.

Abb.48: Ornament Abb. 49: Drehstreckung einer Ellipse

Hier ist eine endliche Schnittmenge zwischen Geogebrabildern und graphischen Design
erkennbar. In eine ahnliche Richtung geht die Konstruktion ,gotischer Kirchenfenster*
sowie die Bearbeitung von Problemstellungen aus der ,japanischen Tempelgeometrie®
(sehr anspruchsvoll!) mithilfe von Geogebra.
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33. Die wichtigsten CAS-Befehle in der analytischen Geometrie
a) Vektoren
1. Eingabe von Vektoren

Vektoren gibt man als Zeilenvektoren ein und benennt sie mit einem kleinen (!) Buchsta-
ben (besser sind 2 Buchstaben!). Geogebra schreibt die Eingabe in einen Spaltenvektor
um. Wirde man einen gro3en Buchstaben als Bezeichnung verwenden, wirde Geogebra
dies als Koordinaten eines Punktes interpretieren.

1
Beispiel: Eingabe: va:=(1,2,3) 2> va:=<2>

3
2. Betrag eines Vektors

Geogebraeingabe: Lange(<Vektor>). Beispiel: Lange((1,2,3)) > V14
Alternative: abs(<Vektor>). Beispiel: abs((1,2,3)) 2> V14

3. Einheitsvektor

ermittelt den Einheitsvektor gleicher Richtung zu einem gegebenen Vektor
1//14
Geogebraeingabe: Einheitsvektor((1,2,3)) 2> | 2/V/14

3/V14
b) Rechenoperationen mit Vektoren

4. Summe von Vektoren

2 1 3
Beispiel: va:= ; Vb= ; va+vb->

5. S-Multiplikation

2 4
Beispiel: va:= , 2*va—>
=l

6. Skalarprodukt

Skalarprodukt[ <Vektor>, <Vektor> ]
Berechnet das Skalarprodukt zweier Vektoren.

Beispiel: Skalarprodukt((1,3,2),(0,3,-2))>5
Einfacher: (1, 3, 2)*(0, 3, -2)>5

7. acosg((<Vektor=)*(Vektor)/(abs(<Vektor=)*abs(<Vektor>)))

Berechnet den Winkel zwischen 2 Vektoren in der Einheit Grad. Die Abklrzung ,,acosg“
steht fur Arcuscosinus in der Einheit Grad (deshalb der Zusatz ,g“ am Ende). Achtung!
Im CAS-Fenster muss oben das Werkzeug “=*“ aktiviert sein! In analoger Weise kann
man den Arcussinus berechnen (Eingabe (asing(...)).
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8. Kreuzprodukt[ <Vektor u>, <Vektor v> ]
Berechnet das Kreuzprodukt der Vektoren u und v.
Beispiel: Kreuzprodukt((1,3,2),(0,3,-2))>(-12,2,3)
Einfacher: (1, 3, 2) ® (O, 3, -2)>(-12,2,3)

Anmerkung: Das Symbol fur das Kreuzprodukt ,®“ ist bei der Geogebra 6-Version etwas
versteckt. In der Tastatureinblendung muss man oben in der Kopfleiste ,,ABC“ anklicken
und danach links unten die Sonderzeichen ,#&—" 6ffnen.


http://en.wikipedia.org/wiki/de:Kreuzprodukt
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